Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 1 17. April 2007

1 Aufbau des Zahlensystems

Natilrliche Zahlen N -> Ganze Zahlen Z -> Rationale Zahlen Q -> Reelle Zahlen R
-> Komplexe Zahlen C

1.1 Naturliche Zahlen

Peamosche Axiome:
1. 0 ist natrdrliche Zahl
2. Jede natirliche Zahl n hat einen Nachfolger S(n)
3. Aus S(n) = S(m) folgt n = m
4. 0 ist nicht Nachfolger einer natirlichen Zahl

5. Jede Menge X, die die O und mit jeder natirlichen Zahl den Nachfolger enthélt,
umfasst ganz N (dies ermdglicht vollstandige Induktion!)

Addition / Multiplikation rekursiv

n+0=n
n+ S(m)= S(n+ m)
n[a=0

nC3(m)=nlm+n

Diese Operationen sind assoziativ und kommutativ. Das neutrale Element ist 0 (flr
Addition) und 1 (fur Multiplikation).

1.2 Ganze Zahlen

Gleichung der Form n + x = m bisher n < m. (gilt innerhalb von N
- Einflhrung eines formalen Additionskehrwertes (-n)

Z:= N [{J—n)|n> O,n NI}
Addition:

n+(—m) = n—m fir n kleiner gleich m
—(m—=n) firn>m

(Z,+) ist Gruppe!
(G, Dmit [IG x G — G heiflt Gruppe

-1-
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1. [Gd &, 0 [Q: (0 [b) [ = gn [ [Gh)
2. (el QIglCQ3: el g= g[d= g (neutrales Element)

3. [QICQI@ICGE: g [@= gLg= e (inverses Element)

Definition: Gruppe (G, Dist kommutativ, falls [gd, g, [A: g [ = g (G

Elementaare Gruppeneigenschaften
1. Neutrales Element ist eindeutig
2. Das inverse Elemten g zu g ist eindeutig

3. Kirzungsregeln:

wld=eldLaF o
9lg =9l [LGF @

4. Gleichungen der Form g; [XI= g, haben eindeutige L6sung X = g7 [ Qb
Halbgruppe: (F, Ddmit [ZIG < G — G und [dssoziativ heilit Halbgruppe.

Monoid: Halbgruppe und zusétzlich neutrales Element beztglich [1

Ring:

Definition: (R, +, Ddmit +, (ZIRXR - R

R1 (R,+) ist kommutative Gruppe

R2 (R,*) ist Halbgruppe R3 [@lb,c R : al(b+ ¢) = (a [ + (a [d und
(b+ ¢) La=([bla) +(c L&)

1.3 Erweiterung der Ganzen Zahlen zu rationalen Zahlen

1. Definiere “Bruch” als Element aus Z < N

2. Definiere “Gleichheit” zweier Briiche (a, b (@) b) genau dann wenn ab’= ba’
ist Aquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Q=2ZxN/ 1
(a,b L&, d) 5 (a [d, bCd) —Multiplikation tber Z
(a,b &t,d) 5 (a [d+ c D, bCd) —Addition tber Z
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1 Wiederholung

Die Erweiterung der natlrlichen Zahlen auf die ganzen und dann rationalen Zahlen ist
ein Beispiel fur die Faktorisierung:

A Menge und R [CAIx A Aquivalenzrelation.

R induziert eine Partition von A.

- bilden neue Menge A/R deren Elemente sind die Aquivalenzklassen
- definiere Operationen mit festgelegten Operatioren auf A
- “Wohldefiniertheit”

Q mit Multiplikation und Addition bilden einen Korper.

Definition 1 (K, +, *). heiit Korper, falls

(K1) (K, +) kommutative Gruppe und 0 sei neutrales Element

(K2) (K\ 0}, *) ist kommutative Gruppe

(K3) Distributivitat, [alb,c (K :a [(b+c) = (a [D) + (a )

Hinweis: Gleichung der Form a X+ b = c ist in K immer lésbar fir a = 0!

2 Von Q nach R

Motivation: Exponentation

in Q:
a®=1
a"l=a"[a
1
—Nn —
T

Gesetze: a"*™ =a" [@™, (a [D)" = a" [ und (a")™ = a"™
Was ist mit az? v
Das sollte gehen: az [@ =al=a [Cazl= 2
V_
Satz 1 (Euklid). 2 ist nicht rational.

V_ V_
Beweis 1 (Widerspruch). Angenommen 2 ist rational, dann misste 2 = g o

2 [qf = p?. p und g werden in ihre Primfaktoren zerlegt. Hierbei tritt der Widerspruch
auf, da durch das Quadrieren auf beidenn Seite eine gerade Anzahl von 2en steht. Links
ist jedoch noch eine mehr, es kann also sich nicht um eine Gleichheit handeln!! [

-1-
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Eine reelle Zahl entspricht einem Punkt auf dem Zahlengerade.
- Fallt in immer feinere Intervalle

- reelle Zehl = unendlicher Dezimalbruch

etwas formaler: Cauchy-Folge von rationalen Zahlen (x;)i [N, n; [CQ
d.h. F OMNIM, N> N : |Xm —Xp| <

Definition 2. Aquivalenz zwischen Cauchy-Folgen:
X)imo= (i)imo= (Xi —Yi)ima— 0

Definition 3. Eine positive reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch der Form
Z,21Z,... mit z [N, z; [0, ..., 9}. Wichtig, der Bruch darf nicht auf 9 enden!

Satz 2. Eine reelle Zahl ist ferner dann rational, wenn ihre Dezimaldarstellung peri-
odisch endet.

Beweis 2. Satz 2
(D=}, p,q CNIq > 0 Rechnerisch z.B. 2=5:7=0,714285

( D Komisches verschieben von Dezimalstellen und anschlieende Subtraktion ...
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1 Ein anderer Blickwinkel auf die reellen Zahlen

Man betrachtet Nullstellen von ganzzahligen Polynomen.
Ein Polynom ist folgendeg,x" + a,—1x" 1+ ... +ax +a, =0

Definition 1 (komplexe Zahl) Eine komplexe Zahl heift algebraisch, wenn sie Null-
stelle eines ganzzahligen Polynoms ist.

Beispiel
1. Jede rationale Zahl ist algebraisch.

:E, qgo

q
Polynom:gx—p =0
V. .
2. 2ist algebrisch, d&x® —2 = 0.
v__
3. —1list algebraisch, da? —1=0

4. Nicht alle reellen Zahlen sind algebraisch!
Diese nichtalgebraischen Zahlen werden auch transzendente Zahlen ganannt.
und e sind z.B. transzendente Zahlen.

Es qilt:

1. Die Menge der algebraischen Zahlen ist abz hlbar!
Warum ist das so? Sie sind L"sung von Polynomen und Polynome sind abz hlbar,
da es nur eine begrenzte Anzahl von ihnen gibt.

2. Die Menge aller reellen Zahlen ist #berabz hlbar. (siehe Cantors Diagonalisie-
rungsbeweis aus MAFI 1)
Also gibt es #berabz hlbare viele nichtalgebraische reelle Zahlen.

Q 1 e [_hlgebraische Zahlen

K"rper Galois-Theorie K"rper und dieser ist
abgeschlossen gegen-
#ber der Nullstelle von
Polynom mit algebrai-
schem Kod zidrnten
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2 Reelle Zahlen

K"rper, Ordnungs- und Vollst ndigkeitseigenschatft.
Definition 2 (Ordnung) u,v mit u,v > 0.

U = Ug, UsUy... Ug, Vo (NI

V=V, ViVs... uj,vi .L{0,...9}
U<v « Mdui<v; IIE| <i—1:u; =V;

und kanonische Erweiterung auf negativen reellen Zahlen.

Fakt Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt eine rationale Zahl!
Beweis 1. r,r “[CRL, ohne Beschrankung der Allgemeinheit r <r -

r=ro,MNro...

ri=rg o,

Beide enden nicht auf 9
Sei i erster Index mit r; <r Pund sei j erster Index > i mit ri 89

r<rofi...ri(rj+1)<r” O
< ist lineare (totale) Ordnung auf den reellen Zahlen.
Definition 3. Sei (M, <) lineare Ordnung und sei C [CMI.

e Xx ist obere Schranke fur C: [cICd: c<x

e x ist untere Schranke fir C : [clCd:c=x

e X ist Maximum von C: x ist obere Schranke und x [Cl

e X ist Minimum von C: x ist untere Schranke und x [Cl

e X heillt Supremum von C: x ist kleinste obere Schranke fir C

e X heillt Infimum von C: x ist grofite untere Schranke fur C.

Definition 4. (m, <) lineare Ordnung fur die gilt:
M = A [BI Schnitt von M.

e Dh.AnB =LA [BI=M
e [AI[Al [bIBl:a<b
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Welche Schnitte sind m"glich?

Typ 1 A hat Maximum und B hat Minimum.
Beispiel: Jeder Schnitt i(Z, <)

Typ 2 A hat kein Maximum, B hat kein Ninimum.
Beispiel:(Qpla, =)

Typ 3 (Dedekind-Schnitte) A hat kein Maximum aber B hat Minimum oder A hat
Maximum und B hat kein Minimum.
Beispiel:Rxg

Fakt Jedes Maximum ist auch Supremum und jedes Minimum ist In®mum.

Satz 1. Jede nach oben beschrénkte nichtleere Menge von positiven reellen Zahlen
besitzt ein Supremum.

Beweis 2. Induktion!
Sei Xq grofite natirliche Zahl, mit X3, X, ... : Xg,X1X2 ... [
Xo
Xoy X1 ...
X, X1 X2 ...
Es wird erst die groBte Vorkommastelle festgelegt, dann die erste groRte nach dem
Komma usw.

Dies ist Supremum. Aber falls man Xg, X1X5 ...x;9 erhalt, dann muss X;+; + 1 und
danach 0 gesetzt werden.

Satz 2. Falls (A, B) Schnitt von R ist, dann gilt:
sup A=inf B

Jeder Schnitt irR ist Dedekind-Schnitt.
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1 Ungleichungen

1.1 Bernoulli-Ungleichung

MINn=1, AR h=—-1:(1+h)"=1+n[H

Beweis 1. durch vollstandige Induktion
Induktionsanfangn =1 1+h=1+h
Induktionsschritt n = n+1
(L+h)" =(1+h)"(1+h)
= (1 + h [A)(1 + h) nach L.V.
=1+h+hn+h’n
=1+ (n+1h+h%n
=1+(n+1)h O
1.2 Ungleichung von Couchy-Schwarz

Al ay,...a, (R [ ..., b,

r 1 | 1 1 1
( ab)’<( &)l b)

Da die Summen links nichts miteinander zu tun haben, kann statt k auch j geschrieben
werden. Der folgende Hilfssatz ist hilfreich fir den Beweis - tolles Wortspiel!

Satz 1 (Hilfssatz).

111 | 1] 1 1 1
( (ab —ayhe)® = 2[( aﬁ)(_ b)) —( akhe)?]

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1
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Beweis 2 (Hilfssatz).

E:l%l -

k=1 j=1

] | 1 | 1 | 1
= (aﬁ bjz — 2ayhy a, bj + bﬁ 8.2)

k=1 j=1 j=1 ji=1

| | 1 1 11 1 | | 1
(i b)—2 (abe ab)+ O &)
k=1  j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

| || 1t 1

=200 a b —  (ah)?)

2 Betrag einer reellen Zanhl

||:R >R
—1
X X=0
x| =
—X XxX<0
@b R
[a|]<|b] « —b=a=<hb
| 1 1 1
[a+b|<|a] +|bl, | al= ER
i=1 i=1

2|ab| < a? + b?

3 Polynome

R sei ein kommutativer Ring mit 1. (z.B. Z,Q ...)
Wir beschreiben eine Funktion f : R - R durch

fX)=a,x"+an. X" 1+ .. +ax+a

Dies ist ein Polynom Uber R, die a; heilen Koee zienten. a, & 0 wird der fuhrende
Koee zient genannt.
Das Nullpolynom ist durch £(x) = 0 definiert, und das Einspolynom duch f(x) = 1.
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3.1 Rang eines Polynoms

Der Rang ist durch den Index des fuhrenden Koee zienten gegeben.
Man beachte, dass das Nullpolynom keinen Rang besitzt!

R[x] = Menge aller Polynome tber R

Definition 1 (Multiplikation / Addition tiber Polynome).
Die Addition:
I i I | B I | |
aix' + bj x = (ai + bi)XI
i=0 j=0 i=0

Der Rang der Summe ist hochstens so gro? wie der maximale Rang der beiden zu
summierenden Polynome.

Die Multiplikation

| 1T 1 "™ 11 1
a; x' [ bj x = ( a, bj )Xk
i=0 j=0 k=0 i+j=k

Der Rang nach der Multiplikatin entspricht der Summe der einzelnen Range.

Beispiel (x*—3x?+5) [(k>—2x—7) = (1 CI)x® + (—2)x> + (=7 —3)x* + (—3 ]
(—2))x% + (=3 [L{-7) + 5 [(-2))x* + (—2 [B)x + (=7 [5)

3.2 Auswertung von Polynomen

1

Wenn man das Polynom f(x) = _,aX', X = Xo auswerten will, dann benétigt
man im naiven Fall 2x — 1 Multiplikationen und n Additionen.

Nun stellt sich die Frage, ob das nicht besser geht?

Die Antwort lautet JA und zwar mit dem Horner-Schema, dazu schreibt man das
Polynom wie folgt auf:

) =(..((an X+ an. )X +an. )X +...+a;)X+ag)

Dadurch hat man nur noch n Multiplikationen und Additionen durchzufiihren!

Man kann die Zwischenergebnisse der Horner-Auswertung von x = b aufschreiben:
Ch = an
Cn- 1 = Cn + an- 1

Co=0C1 Chl+ do
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Es gilt:
F(X) = (X = b)(Ca X" L+ Cno 1X™ 2+ ...+ CoX + Cp) + T(b)

Dies ist interessant fir Nullstellen (wegen Linearfaktoren).

Einschub  Konnen zwei verschiedene Polynome dieselbe Funktion definieren?
Fir R = R lautet die Antwort NEIN!

Warum?
Wenn

anX" +ap. X"+ ax+ag = b X" + b X"+ bix + by

dann musste ag = bg. Das kdnnte man abziehen und dann x ausklammern. Dann wiirde
a; = by sein mussen usw. Es muss also jeder Koee zient gleich sein!



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 5 3. Mai 2007

1 Wiederholung

R ist ein kommutativer Ring mit 1, dann wird mit R[x] die Menge aller Polynome
bezeichnet. Ein Polynom sieht wie folgt aus:

o N
f(x) = aix' =apx"+...a1x+ ag
i=0

Durch das Horner-Schema kann das Polynom anders aufgeschrieben werden:
@) = (... (((anx + an—1)X + an—2)X + an_g)X +...a1)X + ag

Diese Variante ist schneller bei der Auswertung, da man nicht so viele Multiplikationen
durchfiihren muss.

Satz 1. Man kann f(x) schreiben als
f(X) = (@—Db)(Cax" T+ cr1X" 2+ .. XX + ¢1) + F(b)

wobei ¢; die Zwischenergebnisse sind.

2 Nullistellen

Definition 1 (Nullstelle). Die Nullstelle eines Polynoms f(x) ist ein X, mit £(Xy) = 0.

Aus dem Satz folgt, dass F(X) = (X — Xg)(c,X""1 +...c;) + 0, wobei man x — Xq als
Linearfaktor bezeichnet. Das Restpolynom wird mit g(x) bezeichnet. Es gilt

F(X) = (xX—%0)9(x)

Falls xo auch Nullstelle von g(x) ist, dann kann auch hier der Linearfaktor abgespalten
werden.

F(x) = (x — x0)* [A(X)
Daraus ergibt sich folgende Definition:

Definition 2 (I-fache Nullstelle). X heilt I-fache Nullstelle von f(x), falls
f(x) = (x = %0)'9(x)

Definition 3. Sei Xg, X1, ... X, die verschiedenen Nullstellen von f(x) mit Vielfach-
heiten lg, I1, .. .1, so gilt:

F(X) = (X = X0)"° (X — x1)"* (X — x2)"? (1. (K — x,)"" C(X)
g(x) hat dannden Grad n—1lg—1;...— 1, —1

-1-
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Beispiel R =R.
F(X) = (x —3)*(x + 1)*(x — 4)(X* + x + 3)

+3 ist 2-fache Nullstelle
-1 ist 4-fache Nullstelle
+4 ist einfache Nullstelle

Schlussfolgerung: Ein Polynom von Grad n hat héchstens n Nullstellen.
Es existieren geschlossene Formeln zur Berechnung der Nullstellen fur n = 2, 3, 4, aber
es ist nachweislich nicht moglich, Formeln fiir n = 5 zu finden.

Polynom mit rationalen Koe [ziehten?

Wir haben ein Polynom mit ganzzahligen Koee [ziehten. Und es sind nun die rationalen
Nullstellen gesucht.

Sei ¢ Nullstelle.

a a..._ a
an(B)n + an_l(B)n L+ .+ al(E)X +a,=0 |l

ana" +an—1a" th+...+aa" T +ah" =0
Ca.al' muss Vielfaches von b sein

aph"muss Vielfaches von a sein.
[a, inuss Vielfaches von b sein

ap muss Vielfaches von a sein

Daraus folgt ein Suchraum.

Beispiel

) = 16 X" —12x° + X+ ply

an ao

Suchraum: {£1/2,+1/3,+1/6, %1}

3 Rationale Funktion

Der Begri[_der Polynome wird auf rationale Funktionen erweitert. Diese Funktionen
sind Uber R oder auch andere Korper definiert.
Es gibt

e ganzrationale Funktionen, dies entspricht den Polynomen,

-2



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 5 3. Mai 2007

« gebrochen rationale Funktion ist der Quotient 2% wobei q(x) und p(x) Poly-

, a9’
nome sind,
. % heil3t echt gebrochene rationale Funktion, falls der Grad von p(x) Kleiner als

der Grad von q(X) ist.

Satz 2. Jedes 2% mit Grad von p(x) = Grad von q(x) lasst sich eindeutig zerlegen

a0
in
p(x) _ r(x)
hx *+
X
( ) ganzrat. qp(‘)qé
echt gebr. rat.
Beweis 1. p(x) = $ eaix, q(x) = f“_ob x) mitn=m.

Beweis wird durch vollstandige Induktion uber d = n —m gefihrt.
Induktionsanfang d=0
" P#X)
an an , .
P() = L =a(x) +p() = =a(x) |- a(x)
I’] n

PO _ an L P
O g 1)y

ganzrat. da Polynome  echt gebr. rat.

Induktionsschritt d-=d+1 D.h. der Unterschied der Gerade betragt eins.

’ Py ,

p() = 20 "™ [gix) + p(x) — j—m ™ Cix)

bm
o ) a oM ) a
pi(X) =  ax'— x"™M b} =ax" + ... — X" (byyX™. .. der Grad ist < n
R bm - bm
i=9 j=0
09 b YT o,
ganzrat. echt gebr. rat.
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Wiederholung R[x] Polynome mit Koe [Zieht in R, Ringstruktur. Wenn R ein Kor-
per ist, dann kann man Polynomdivision durchftihren.

1 Eulkidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT (p(x), q(x))

De®nition 1 (ggT). Der ggT (p(x), q(x)) ist Polynomd(x) maximalen Grades mit
f hrenden Koel zidnten= 1, so das$(x) = d(x) [gx) undq(x) = d(x) CH(x)

Fur Z: ggT(a,b) =ggT(bh,a mod b)
Das Schema wird auch so auf Polynome Ubertragen:
99T (p(x), a(x))

s(¥) = p(x)

t(x) = a(x)

while (t(x) = 0)
r = Rest bei s(x) /7 t(X)
s(x) = t(x)
t(x) =r

return s(x)

Beispiel: ggT (X3 + 2x?> + x —4,x2 — 1)

2X — 2

3 2 A (N2 — 1) —
X+2x*+x—4): (x*—1) X+2+x2—1

=1 :(2x—2)= %(x+1) Rest 0
9T =x—1(=2x—2)

De®nition 2 (Definitionsbereich). De®nitionsbereich einer reellen rationalen Funktion
P ;

=L st

[€9)

q(x)
R\{Nullstellen vongg.l_ ((P(x), (X))

¥

2 Polynominterpolation

Allgemeine Aufgabe: Gegeben seien reelle Messwerte flir die Messpunkte Xg < X; <
... < Xn mit den Messwerten y;.
Es ist eine Funktion (ein Polynom) f mit [0k i < n, f(X;) = y; gesucht.
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2.1 Vorbetrachtung

Man hat genau einen Messpunkt gegeben. Dann gibt es genau ein Polynom von Grad
0, ndmlich £(x) = yo. Fur ein Polynom von Grad 1 gibt es keine Eindeutigkeit mehr,
es gibt immer mehrere Mdglichkeiten.

Es sind zwei Messwerte gegeben, dann gibt es genau ein Polynom von Grad 1, namlich
eine Gerade durch die beiden Punkte.

Vermutung: n + 1 Messwerte lassen sich eindeutig durch ein Polynom vom Grad n
erklaren.

Diesen Vorgang, Messwerten einer Funktion zuzuordnen, nennt man Interpolation.

2.2 Lagrange-Interpolation

Satz 1. n+ 1 Messwerte lassen sich durch Polynom vom Grawdeindeutig iterpo-
lieren.

Beweis 1 (nach Lagrange). Idee:p(x) sei das Polynom, welches interpoliert. Wir
schreibenp(x) = yopo(X) + y1p1(X) + ... + ynpn(X) Dabei istp;j(x) ein Polynom von
Gradn mit

_ 0 j&i
D= i=i
60 = 6T X0 (= Xi )X Xie) . (X = Xe)

(Xi — Xo)(Xi — X1) - .. (Xi — Xjo 1)(Xi — Xix+1) - - - (Xi — Xp)

Ist Polynom von Graék n.

. (Xi* Xo)(Xi* Xi... =1 j =
p(x) —  (xi* xo)(Xi* X1...
] (G* x0)(Xj* X1)..(4* Xi) — JBi

(Xi' Xo)(Xi' X1)...

p(x) als Summeyopo(X) + ... + yapn(X) hat Grad< n.
Es existiert also ein Polynom, welches unsere Anforderungen abdeckt. Jetzt muss noch
gepr ft werden, ob es auch eindeutig ist.

Eindeutigkeit (indirekt): Annahmelp(x), q(x) : p(x) 8 q(x) mit p(x;) = q(x;) [0k
i<n.

p(x) —q(x) hat Xg, X1, ... X, als Nullstellen. Diese k!nnen als Linearfaktoren abgespal-
tet werden.

PO B0, = (X = Xa) (X = Xo)y - (X = Xn) LX)

Grad n Grad n+1

-2-
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Dies geht nur, wenrf(x) = 0 und somit auchp(x) — q(x) = 0 ist. Daraus folgt
p(x) = a(x) O

Ein Nachteil dieses Verfahren ist, dass fur jede neue Messstelle, die dazu kommt, sich
alles Polynome &ndern. Deshalb gibt es ein anderes Verfahren zu Interpolation, das
Newton-Verfahren.

2.3 Newtoninterpolation

Ansatz:

P(X) = o+ 01 (X —Xo) + 02 (X —X1)(X—X0) . . . An(X—Xne 1)(X—Xne 2) - .. (X—Xo)

Far
X = Xo p(XO):yOZGO 0o = Yo
X=X1 P(X1) =Y1 = Yo+ ai1(X1 — Xp) o = Y1 — Yo
X1 — Xop

Y1~ Yo (Xl - Xo) + C(2(X2 - Xl)(Xz - Xo) o, = ...
X2 — Xo

X=Xy p(X2) =Yy>=Yo+

YZ_YO_yl XE(XZ_XO) B Y2* Y1 __ Yi* Yo

o, = X1° — X2* X1 X1* Xo
(X2 = X1)(X2 — Xo) X2 — Xo
Beispiel
X1y
1)1
01]-5
11]-5
2|5
-1(\alpha0)
\
-4(\alphal)
/ \
-5 2(\alpha2)
\ /7 \
0 1(\alpha3)
/ \ /
-5 5
\ /
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10
/
5
~5 - (-1)
= ~ ‘=4
Ry
©5e (+5) _ +5e (s 1)
0 ¢ _
- =2
@ 1- (=1

PO = 4 + g (X+ 1)+ 12 (x+1) X+

O o1

a3

dy (X +1D)(x— 1)



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 7 10. Mai 2007

1 Fortsetzung Polynominterpolation

gegeben: Xo <X 1...Xn sind die Messstellen.
Yo, Y1 -..Yn Sind die Messwerte.
Finde nun p(x) von Grad < n mit p(n) =Y.

1.1 Newtoninterpolation
Ansatz:
P(X) = 0o + (X — Xo) + 02(X — Xo)(X —X1) + ...+ A(X —Xo) ... (X = Xn-1)
Ersetzte die x; liefert Gleichungssystem zu Bestimmung der a;.
Op — Yo = 0o
X1 — Y1 = Y2 + 01(X1 — Xo)

o = Y1 — Yo
X1 — Xo

X2 = Y2 = Yo+ 220 (x — 2 — xo) + Gp(Xz — X1)(X2 — Xo)
X1 — Xp

y2=Yo __ (Ya—Yo)(X2—Xo)

— Yy, — Y17Yo — Y2=Yo _ Y1—Yo
a, = Y2~ Yo X1—Xo (X2 XO) — Xe—X1 Xa—X1 _— X2=X1 (X1—X0)(X2—X1)
(X2 = X1)(X2 = Xo) X2 = X1 X2 = X1
(Y2—Y0)(X1—X0) —(Y1—Y0)(X2—X0) Y2X1—Y2X0—YoX1+ YoX1—Y1X2+ Y1 X0+ YoX2—YoXo
— (X2—X1)(X1—Xo0) — (X2—X1)(X1—Xo0)
X2 — Xp X2 — Xo
Y2X1—YoXo—YoX1t Y1X1—Y1Xo+ Y1 Xo+ YoX2—Y1X1
Trick (X2—X1)(X1—Xo0)
X2 — Xo
(y2—y1)(Xa—Xo0) —(Y1—Yo)(X2—X1) Y2=Y1 __ Y1—Yo
— (X2—x—1)(X1—X0) — X2—™X1 X1—Xo
X2 — Xo X2 — Xo

Schema der dividierten Die erenzen

x0 yO0 |
| yo1
x1 yl | y012
| y12 y0123
x2 y2 | y123
| y23
x3 y3 |
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Wobei sich die yjj wie folgt berechnen:

_Yi1—Yo
1= ———
Y X1 — Xp
_ YoV
0= "
y X2 — X1
_ Yi2— Yoz
Yoio = ———
X2 — Xo
_ Yoz — VY12
Yioz = ———
X3 — X1
y _ Y123 = Yo12
0123 = ——————
X3 — Xo

Wenn jetzt noch ein X4, y4 hinzuké&me, dann mussen nicht alle Polynome neu berechnet
werden, sondern nur: Yaa, Y234, Y234 Und Yo1234.

x0 yO0 |
| yO1
x1 yl | y012
| yi12 y0123
x2 y2 | y123 y01234
| y23 y1234
x3 y3 | y234
| y34
x4 y4 |

2 Zusammenfassung Polynome

Wir haben verschiedene Darstellungsweisen kennengelernt:

e R[x] ist die Ringdarstellung
* R Korper.

e Summendarstellung
P(X) = ax" +an X"t + .. +ax +ag

— Ubersichtlich rechnen
— Koe zientenvergleich
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* Horner-Form

P(X) = (... (@nX +an—1)X + ah—2... )X + &g

Zur Berechnung von p(b) und Herleitung der Zerlegung
POX) = (X = B)(CoX" ™ + GroaX" 2+ .+ ¢p) + p(b)

e Produktform
Diese Form erhalt man aus der Horner-Form und den Nullstellen

p(x) = (X —b)"(x — )" ... (x — br)'" LX)
Wobei die by die Nullstellen mit Vielfachheit I; sind.

« Interpolation

3 Eine Anwenundung - Fingerprint-Methode

Zum Pattern Matching.

Aufgabe X ist das Alphabet und der Text T [3I" mit |[T| = m und dem Pattern
P [=I" mit |P| = n gegeben.

Jetzt sollenallei mit T(i) =P(1), T(i+1) =P(2),...,T(i+n—1) = p(n) gefunden
werden.

Die triviale Lésung sieht so aus: Probiere alle Stellen einfach durch. Dies benétigt

Pt B o

mgl. Startstellen Vergleiche

Da m viel viel groBer als n ist, braucht man ca. m [ Vergleiche
Es gibt bessere vergleichsbasierte Losungen, die nur O(n + m) Vergleiche bendtigen.

Alternative: Fingerprint. D.h. wir suche nicht nach dem Muster direkt, sondern ordnen
dem Muster einen Eigenschaft, z.B. den Fingerprint zu. Und dann wird nach dem Fin-
gerprint gesucht.

2 = {0, 1}. Die Idee ist, dass Muster als Zahl zu interpretieren.

1
P_H®P)= 27P()

i=1
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P =1|0]1J1
HP)=22+2'+2=11
T =TMth+1)...T(r +n—1)
r_ 1

Te - HT) = 2" T
=1 =T(n+i+1)
Trick H(Ty) aus H(Ty+1)
H(T) =2 CH(T—) —2"T(r —1)+T(r+n—1)

Idee Rechnen modulo einer zuféllig gewahlten Primzahl p. Statt H (P) haben wir
Ho(P) =H(P) mod p, H(T,) wird zu H,(T,) =H(T,) mod p.

Wichtig Modulorechnung vertrégt sich mit dem Horner-Schema!!
(@a+b) mod =(a modp+b modp) modp
(@@ modp=(a modp)(b modp)) modp

Einiges Uber Primzahlen Wir nehmen n [N und 1t(n) sei die Anzahl der Prim-
zahlen <n

Satz 1. m(n) kann ungeféhr durch

n n
— < <
Inn =m(n) =126 Eflrﬁ

bestimmt werde.
Satz 2. Sei n > 29, dann ist
1

> 2"

p Prim,p=n
Fur n =29 und x < 2", dann hat x weniger als m(n) viele verschiedene Primteiler.

Wie macht man das nun?
Rechnen modulo p. Falls H(P) = H(T,) CHJ(P) = Hy(T,) aber falls H,(P) =
HP(Tr) III]H (P) —H (Tr)
Ein “Falsches Match” zeichnet sich durch H(P) 8 H (T,) aber Hy(P) = H(T;) aus.
Sei R mit |R| =< m die Menge aller Positionen im Text an denen P nicht beginnt, und
s = H(P) 8 H(Ty)

1

IH(P) —H(Ty)| = 2™

s[RI
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Korrolar Falls mn = 29, dann hat ?RﬂH (P) —H (Ts)| weniger als (n Cm) viele
Primteiler. -

Falls ein falsche Match vorliegt, dann teilt p [H (P) —H (T,)| also auch (o |H(P)—
H (Ts)| Daraus folgt, p ist einer der < m(n + m) vielen Primteiler des Produktes.

Satz 3. |T| = m,|P| = n mit mn = 29. Sei p zuféllige Primzahl < i. Dann ist die

Wahrscheinlichkeit fiir ein falsche Match < ";r(‘g‘)

Beispiel n =250, m = 4000. i = nm? = 222 Dann ist Pr(falsches Match) < 1073
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1 Die komplexen Zahlen C

Motivation x2+ px + g =0 in Reellen Zahlen:
—1

—. P Pya,
X1,2 Zi (2) q

Was passiert, wenn q > (5)? ?

Wenn man von den komplexen Zahlen, die reellen betrachtet, dann kénne wir was tber
R[x] lernen.

Zusatzlich werden wir die Darstellungsformen von z ~ C kennenlernen.

Beschreibung: i =« 1

Definition 1 (algebraische Darstellung). Eine komplexe Zalal hat die (algebraische)
Darstellung

z2= @At oo

Realteil Imaginrteil
mita,b R

Hammilton (1837): Eine komplexe Zahl z kann als Punkt in der komplexen Zahle-
nebene dargestellt werden, wobei die x-Achse den reellen Anteil und die y-Achse den
imaginaren Anteil angibt.

Wie betten sich die reellen Zahlen ein?

R# Cr R# r+i"0

1.1 Rechnen mit komplexen Zahlen
zZ=X+iy, w=u+iv
e z=wgenau dannwenn Xx =u undy =v
ezxw=(Xzxu)+i(yxv)

ez"w=(X+iy)(u+iv) =xue yv)+i(yu+ xv)

— X+Hy _ (x+iy)(u—iv) — (Xu +yv)+i(yu—xvs)

o Z
w u-+iv u2+v2 u2+v2

Wenn an jetzt reelle Zahlen einsetzt, dann kommt auch schén das richtiger Ergebnis
raus.
C ist nach dieser Definition mit +," ein Korper!!

-1 -
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Beispiel z=x+iy Wasisti"z ?
O+il)" (x+iy)=ey+ix
Graphisch entspricht i " z der Drehung um + in der Ebene.

Definition 2 (Betrag). Der Betrag vorz = x + iy ist |z]| = X2 +y2, das ist die
euklidische L nge (entspricht dem Abstand zum Koordinatenursprung).

Definition 3 (konjugiert). Die zuz = x+1y konjugiert komplexe Zalalistz = x« iy
Dies entspricht der Spiegelung an der Real-Achse.

Fakt
1 |z] = Iz

2. 2" 7= (x+iy)(x* iy) = X% +y2 = |z|2

1.2 Rechenregeln

n Z z
ZFW=Z+W,ZW=Z"W, (=)= —
w W
1 _
Rez=2(z* 2)
2
Imz—l(z Z)
 2i ! N
lzw| = zw"zZW= zw"zZW= 2zZ ww=|z|" |w]|

1.3 Polynome

Wir kénnen Polynome C[x] einfiihren, mit denen alles, also Horner, Euklid, Interpola-
tion etc. analog gemacht werden kann zu R[X]
Komplexe Nullstellen: fur

2 2
q>pz:x1,2:-gii qe pz

Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom, d.h. von mind.
Grad 1, mit komplexen Kdezidnten besitzt eine komplexe Nullstelle.

Der dazugehdrige Bewelis ist ziemlich kompliziert, und wird nicht gezeigt.

1

Damit lasst sich jedes p(z) = _,az" C schreiben als
pZ)=a," (z* 7)) (z* 22)?...(z* z)'*

dabei sind die z; die verschiedenen komplexen Nullstellen mit Vielfachheit I;. Die Sum-
me aller [; ist n.

-2-
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Beobachtung Wennw C Nullstelle von p(x) R[X] ist, so ist auch W Nullstelle!
aaW" +a,_ W' l+ .. +a,W+a,
=a,W" + a,- W1+ .+ aW+a

=W+ a3, Wi+ W+ a

=a,W" +a,_ W1+ ... +aw+a
=0=0

Sei w komplexe Nullstelle von p(x) R. Daraus folgt, w ist auch Nullstelle! Wir
konnen (X w) und (X W) als Linearfaktoren abspalten.

(X* w)(xe* W) mitw =u+iv
=x%e Wxe WX+ (U?e V?)

=X ﬁﬁﬂ?ﬁ + EIZ_'EEI\E?ZI reelles Polynom!

2Re reelle Z.

Es folgt folgender Satz
Satz 2. Jedes reelle Polynom | sst sich faktorisieren als

RIX]  p(x) =as (x» xp)'t s xk)'T_%? + X + dl)'lrm (X% + Cdek)'T:]

reelle Nst. hat keine reelle Nst mehr

Korrolar Jedes reelle Polynom ngeraden Grades hat eine reelle Nullstelle.

Beispiel
|

1L x*e 1=0,w=1 2(1+1i)

hat im komplexen die Faktorisierung:
(Xe W)(Xe W)(X+WwW)(X+W)
und irr} Reellen:

e 2x+1)" (¥+ 2x+1)

va
2. p(x) =x*s 23 +3x%e 2x+1,2; = £+ 2i ist Nullstelle. Dann ist also auch

zr =1+ 3i Nullstelle.
(Xe 2)(X* Z)=x%+ x+1
Also kann man x?« X + 1 als Faktor von p(x) abspalten.

(x*e 23 +3x%e 2x+ 1)1 (X% x+1) = (X% x+1)

-3-
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P _ I _
PO = (x+ 5 ) (xe o+ )

im Komplexen
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1 Darstellungsformen komplexer Zahlen

1.1 algebraische Darstellung

Hatten wir letzte mal, das ist
z=a+ib

1.2 Polarkoordinaten

z ist bestimmt durch die Lange der Losungssequenz zum Ursprung und dem Winkel ¢
zwischen Segemnt und positiver x-Achse. Nach Konvention liegt @ « ( 1, +1).

z! Betrag |z|, Phase argz « ( m,+m)

(Jz|, @) sind die Polarkoordinaten.
Wie kann umgerechnet werden?

|z| = _aZ+Db?
1
arccos% b# 0

arccos % h<0

z = |z|(cos @ + i $sin @) trigonometrische Darstellung

arg z =

Rechnen mit der trigonometrischen Darstellung

z = |z|(cos @ + isin @)
w = |w|(cos @, + isin@y)
z$w = |z||w|(cos@cos@; sin@sin@; + i(sin@cos @; + cos P sin Q1))
= |z]|w|(cos(® + @1) + i(sin(¢ + ¢1))
z _ 7|

o = @@ e +isinG 0)

1.3 Exponentialform

Euler: ' = cos p—+igin @
Betrag: |e'°| = cos2@ +sing =1

ety =XV |y =k [
e Y] = |e¥||e| = &

Ann: @ = wt+ q, tist die Zeit und w
Was ist nun am Zeitpunkt t? -> Es entsteht eine cos-Kurve.

-1-
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Formel von Moivre
[@o, : e'¢ [el¥t = el@+e1)
()" ="
ei® = cos @ — i sin@ = cos(—@) + i sin(—o)

ez =i

Wichtige Werte:

sin0=0
_ 1V_

_ = _ 1
sm6 5
sinE—F/E

4_2 TR

Einfaches Potenzieren von komplexen Zahlen in Exponentialform

Beispiel z =2+ 2i, was ist z12?
Umwandlung in Exponentialform:

Vo ., V_ o,
z= 8e'"s= 8e'a
s12 = \/élzei&'[
— 86ei(p
= —86

2 Wurzelziehen einer komplexen Zahl

z" —a = 0 Der Hauptsatz der Algebra besagt es existieren n Nullstellen. Diese heillen

auch Wurzeln der komplexen Zahl a.

zunachst a = 1. Nennt man auch Einheitswurzeln

- i2n 2T F21
1={1,enteln? . "}y

Bezeichnung: {¢o, &, ..., {n-1}
Probe:

(ei%”)n — @i2n — gi0 — 1

n-te Einheitswurzel entsprechen einem regelmaRigem n-Eck in dem Einheitskreis.

-2
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beliebiges a [l a = |ale'?. Seiw = |a]e'

Behauptung: w" = a.

e

w" = |ale’n"
=a
Vo
a={w,wL4,wi,...,Wi-1}
Beispiel

\!_—1 — (ein)% - {ei%,ei%+%‘,ei5§,ei%"ei%‘}

3 Kaubische Gleichung
X"+ a,_ X"+ +ax+a,=0
Substitution: x = —% +t. Wir erhalten eine neue Gleichung, bei der der zweitgrofte
Potenz fehlt.
t*+at+bh=0
i} v v

Suche Losung der Formt = *u+ ®v.

3 \/_ \/_ 3 A3y T3

t=(Cu+°v)y=u+3"av+ “uv+yv

=3 U Py e
=t

v__
CaF3°uv,b=—(u+v)

u und v sind Losungen einer quadratischen Gleichung.

—1 ! L S E—

< ] b a s b 5 b a

— =2 v 4 (33 _2 3 Bya (93
w="=0 rrCre -0
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1 Nachtrag: Uberlagerung der gleichfrequenten Schwingungen

'@+ wobei t die Zeit ist. Das hatten wir schon das letzte mal. Genauso kann man
natlrlich auch Ae'® kreisen lassen durch Ae'®*®t, Kann anders geschrieben werden zu

Ae'@9Y = A(cosg + wt+ isin(@ + wt))

Aufgabe Gegeben sind gleichfrequente Schwingungen

ui(t) = ¢1 Csin(gy + wt)
uz(t) = ¢, Csin(g, + wt)

Was ist nun u(t) = uy(t) + uy(t) ??
Losung  Interpretiere uy(t) als Imaginarteil 1miALSIn(Q; + wt) bzw. uy(t) als 1midy [
sin(p, + wt)
A (1) = ca(cosps + wt) + isin(@y + wt)) = c,e'@)
Bo(t) = ca(cos(z + wt) + isin(z + wt)) = cpe'@*Y
A1) = Ay (1) + Ay(t) = ([%eq)l "'Dfﬁei(pz@t
=c
Dann ut) = Im(ce'@*en),
Addition durch Umrechnung in algebraische Darstellung
Beispiel
uy(t) = 4sin(2t)
u,(t) = 3cos(2t — %) = 3sin(2t —
dy(t) = 4™
@Q(t) — 3€i(t2+%)
W(t) = By (1) + Ay(t) = (4 + 3 e'3)e'?)

T T
o+

. m T . T
)=3sin(2t— — + =) =3sin(2t+ =)

- 1 .1V_ .
=4+3e's :4+3(§+ IE 3)=55+12,6
u(t) =6,08sin(a2 + 0, 44)
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2 Folgen, Grenzwerte und Stetigkeiten von Funkitonen

Motivation
1. Reelle Zahl = Aquivalenzklasse von Folgen rationaler Zahlen.
Bestimmung von Nullstellen (numerisch), z.B. Intervallhalbierung

Folgen flr die Untersuchung von stetigen Funktionen

A w

Klassische Funktionen wie Exponential-, Sinus, Kosinus-Funktionen werden als
Grenzwerte von Folgen interpretiert.

Definition 1 (Folge). Eine Folge ist eine Abbildung

f:N-R
an = T(n) wird alsn-tes-Folgeglied bezeichnet. Man schreibt a(&) o
Beispiele

1. Die konstante Folge: [al f(n) = a

. ]
2. Harmonische Folge + _/
O
3. m n>0

4. rekursiv definierte Folgen, z.B. Fibonacci, Nullstellenapproximation
Collatz-Folge: a, beliebig.

1
E3ad-1+1 an—; ungerade
a, = 2ot an—1gerade

% an=1

5. geometrische und arithmetische Folgen
an = aoq"

an = ap + nd

6. Wurzelfolge
7. Eulerfolge ((a+ £)™)n>o. Hier von ist der Grenzwert e.

8. Folge (an)nmn folge der Parialzahen

-2-
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Definition 2 (Beschrénktheit). (an)nmpheilt beschr nkt, genau dann wenn
[(KICRILA] : |an| <k

Nach oben beschr nkt
OK[CRIfa] : a, < k

nach unten beschr nkt:
[KIRI[EA] : a, >k

monoton wachselnl: a,+; = an
streng monoton wachsendnl: a,+; > a,

2.1 Konvergenzverhalten

Definition 3. a [R, [T R, 3 0.
Ura) = {x CRI|x—a| < [

Definition 4 (konvergent). (an)nmnheilt konvergent gegem R, falls
[[# 0: [Nd[NI>ng:a, [Ua)

Man schreibt auch flm, - aflr n - oo
fim 2 =

Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Beispiel fur Konvergenz (2)n=o. Wir zeigen, dass lim £ =0
Beweis: Sei [ 3> O beliebig gewéhlt. Zu zeigen: [NL(DINI > NO(D;II% -0 = [
Wiahle No > £ Fir N > N gilt N > £ und damit < [ O

Beispiel fur Divergenz ((—1)")n moist divergent.
Beweis (indirekt): Angenommen a ist Grenzwert. Betrachte [F 1. [Nl > Np(1) :
lay —al <1soauch |ay+; —a| <1
lan —an+1] = |lan —a+ a—an+1| <2
Widerspruch!

eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie ab einem Folgeglied konvergent ist.

-3-
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ACHTUNG Auf den Sprachgebrauch achten:
- Der Grenzwert von (%) geht gegen 0. Das ist falsch, der Grenzwert IST 0.

- Falsch: a ist Grenzwert, wenn die a,, immer ndher kommen. Z.B. bei 1 + % hier
ist O nicht Grenzwert.

- Falsch: a, kommt a beliebig nahe
Satz 1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis 1. Der Beweis wird indirekt gefthrt.

Angenommen(an)n mn hat zwei Grenzwert@, b und seia < b. W hle [k b‘Ta
[NhN;L[Nn1> Noa, [Ua) CIhl> N;a, [Ufp) bla?a [Ua) CUp). Wi-
derspruch, da der Durchschnitt leer ist.
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1 reellwertige Folgen

f :N-R

Beispiel Sei x > 1. Dann ist

lim "x=1

X — 00

: : : V_ Vo
Q}ewels: Sei « > 0. Zu zeigen: [Ng(¢) : MI> ng| "X — 1] < . Weil "x > 1 [1
"X—1<e

1+yn= "X
(1+yn)"=x

n
L+nyn+ Yot ...+yp>n O

X
Lyek o
Wahle [ZI= no. Fir n>ny gilt

X
ynS_S

X
x<°*
n o

Einfach Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Bowels {afa N 42l YR

endlich=>beschrnkt beschrnkt

Da alles beschrankt ist, muss es insgesamt auch beschrénkt sein.

2 Konvergenzkriterien

1. Vergleichskriterum

(an)n-N (h‘I)I’PN (Cn)n-N
und [&] < b, = ¢, Dann folgt falls lim,, a, = lim,, ¢, = b auch
lim, bh=Db
Beweis:
b=Ilim a,: Ind[nP>ny:|la,— b <
b=lim ¢, : EInJM>n,:|c, —b < »
n > max{no, n.}
b—e<a,sbh, =c,<b+-
[b3e<by<b+e CJhl-b<-

-1-
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2. Cauchy-Kriterium (an)n. N ISt konvergent genau dann wenn
[P Od(s)[MIm>ng:|las—am| <-*

Beweis: Konvergenz [Calichy. Zu zeigen: [« > O[nd[nJw > ng : |an—am| < °.
Bekannt ist [=71> O[O ng:la, —al < *

lan —am + a—al = | @nd fgayhS lan —al + lam — @
#d #
Betrachte « > 0. Setzte " > I
LIngmnbng:lan —al <+ =
Oa.Fan| <|a,—al+ l[am—a| <
Die andere Richtung kann im Skript bewundert werden.

3. Monoton wachsende Folge, die von oben beschrankt ist, ist konvergent (analog
zu fallend)
Beweis: Sei (an)n. n monoton steigend und beschrankt. Es wird die Vollstéandig-
keitseigenschaft reeller Zahlen benutzt:

Csup{a,|n N}
Behauptung: lim a, = sup{an|a, [(NI}. Esist e > O[nd[n>ny:a,>a — -
n!

Zu zeigen.

2.1 Rechenregeln konvergenter Folgen
Seia= lim a,, b= lim h,.
n! n!
1. lim(a,+b)=a+b
n!
2. lim(a, ()= albd
n!

insbesondere nIilm (c&,) = clLa
Falls bE0 und by, E0 fir alle n gilt

3. Falls [mla,<h, Caxb
Achtung: £ < ¢, aber lim - =1im 2 =0

4. Jede Teilfolge von (an)n. n hat Grenzwert a.

-2
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Beispiele
1.
o = 1+n
" 2n+3
_ NG+
"on@+ )
lima, = !
)
2. Wurzelfolge
an+ =
a1:11an+l: n2an
Ab 2. Glied monoton fallend und von unten beschrankt.
) —1
a, + = 2 \/é
n a - =
2 "an
[Cmdnoton fallen und beschrénkt von unten
[kamvergent, ima, = a
+2
Trick: lim a, = lim ay,.; a3 ra
n' n!
Ca?k 2
3. an = 3 Folge der Partialsummen (sp).
(sn) ist monoton steigend und von oben beschréankt:
1 1 _ 1 1
k2  kOk—1) k-1 k
r 1
Sp = ak::|_+§+§+_,+F
k=0
1 1 1 1 1 1 1 1
=1+ — )+ (=—)+(=—N+ ...+ —H)=2-=Z«<
1+ 2) (2 3) (3 4) (n—l n) n 2
DMan€iL§

4. Geometrische Folge bzw. Reihe, g > 0

e T
q="qg+ g+ +...

k=0
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Fur g= L1 divergent und | _, < = oo
Firg< 1L

sh=l+tq+a+a+...+q" |4

s\ = g+ F+q+...+q"+g"*t  subtrahieren
1_qn+1

1-q

Sn— 0% =1 — """ [S.F

5. Kochsche Schneeflocke. Was ist der Umfang und die Flache von S;,.

Uy = 3a

U =3 %a

4 .
U, =(=)"3a divergent

3
A0=Ta2
A= Ag+3 %Ao
Ay = Ap+3 I:éA0+3 zultaé)on

l:_ll )
= Ao+ ( 4'+l(§)')3Ao

i=1

>
5
|

_ 2 V_
limA,= =a> [13
n! 5
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weitere Beispiele

1. Harmonische Reihe.
Harmonische Folg€)n mn

s—1+1+1+1+ +1
no 2 3 4 7 n

(sn) ist nicht konvergent!
Warum?

1 1 1

1
+i T kag Tt )

1 1
a=1+ S+ (CE+D)+. .+
Spr TLH (G )+

11 1
=14+ (-+-)+...+
2(4 4)

1 1
=1+ +-+.. .+
2 2 2
_k+3

2

(sn) wchst in Inn. Das Ding w chst aber extreeeeeeem laaaaangsam. Es ist
Z.B. S10000 = 9, 78.
Bemerkung: Summe allé;r mit n hat keine 0 in Dezimaldarstellung:

(2k+1 +-2k+1 +-"'+-2k+1)

1 1.1 1.1 1
1+-+ + -4+ —+ .+ —+ —
12 o4 Bp 21 9%
<9IZI]+92i+93ﬁ10+

. 1
=91 = =903 ——F5=9

_ 10 I-2

n=0 10

2.

 E—

1 1. 1 1 1
=—4+ -+ _—+_—+... .+ =

1 1 20 3 n!

S, ist monoton wachsend und von oben beschr nkt.

s<1+1+1+ ! +1+ +1
n 2 202 28 "7 2n
1
Sh<1l+_—5=3
2
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[CDdr Grenzwert existiert und ist 3.

@I
e= E’ e=2,7183
k=0

3. (cn) = (1 + 2)" existiert_lim c, ?

n- —oo

monoton wachsend:
Cn (n+1)"(n—1)"?

Cn—1: nhnh—1
_n(n+1"(n—1)"
(= 1Dn»
_n (M*=1)" _ n 1.,
" n—1 n2 _n—l(1 n)
n n n—1
< ]_—_= =1
Bernulli n_l( n2 ) n—1 n
beschr nkit:
n i_nl:(h—l)...(n—k+1) 1 n—1)
K nk KInk kKI* n
1 1 2 -1
=—1-3)@1-9...a- <1
k!( n)( n) ( ) K

also
C 1, i _
n

SO WS W
k=0

—€

[ Grkenzwert existiert und ist e
Zeige lim ¢, =e. Whle N > 0 fest. [n> N:

n-—oo

ch=01-=)"> — = =
n = n) k nk k! n
N
> - —_ 3N
- k!l n)
k=0
Seiby = fim Mg -t = N

n—k+1
n
1—Kks
)
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Damit mussc, auch geger gehen!
Eine Anwendung ®ndet sich hier bei den Exponentialfunktionen:

x [R, &€= lim (1 + 2)"

X —» 0o n

Rechne nach, dsdan immer existiert! Ohne Beschr nkung der Allgemeinheit
kann angenommen werder> |x|.

1. Fall x<0.Dannist0 <1+ > < 1. Daraus folg0 < (1 - 7)" <1
Also ist das beschr nkt! Und auch monoton fallend, also existierticher

2. Fall x >0 Wir wissen schon die Konvergenz ¥br- 2)" = b wegen Fall 1.
F'r die Folge:(an [hh)n>1

X
an - (l_ ﬁ)n

X X X2
a =(1-)"A-2)"=1-Z)
X2
(AP 8P (Ft — =
n-oo:l Bernulli ln:EEtlD
) . anbn 1 1
lima, = lim = lim — = -
n - oo n n- oo bn n—»OObn Ilmbn

Anwendung: Sei,, der Faktor, um den sich das Kapital erh#ht bei Zinssatz von
100%.

jahrlich ¢, = (1 +1)'=2
monatlich ¢y, = (1 + )2 = 2,613
taglich Ccaes = (1 — 5::)°%° = 2,714
mindtlich ¢ = () = 2,718

Die alternierende harmonische Reihe:
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Benutzen das Cauchy-Kriteriurhi# 0[nd [(n)m > ng : |Sp, — S| < [

1 1 1
k= Sm=(CD)"(— — I S )
1 1 1 1 1 1
k — — —
gerade(n+1 n+2)(n+3 n+4) (n+k—1 n+k)
1 1 1 1 1 1 1
kungerade(n+1_n+2)(n+3_n+4)"'(n+k—2_n+k—1)+n+k
_ — 1 _ 1 _1\k+1 1
Sn+k ™ Sn = o n+2+"'+( 1) Ntk
1 1 1
1 Gz T nea G
1
<
n+1
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1 Beschreibung des asymptotischen Wachstums von Funktionen

Auch als O-Notation oder Landau-Symbole bezeichnet.

Motivation Komplexitat von Algorithmen, also das Messen des Ressourcenverbrauchs
wie Zeit, Speicher etc. soll gemessen werden. Wie macht man das?

< experimentell: Man nehme einen konkreten Rechner, einen konkrete Implemen-
tierung usw. und dann misst man die CPU-Zeit bei konkreter Instanz.
Das Problem ist hier, welche konkrete Instanz man nimmt (benchmark-Probleme
oder zufallige Instanzen). Der Nachteil ist hierbei, dass diese Variante Instanz-
und System abhéngig ist.

e Betrachtung idealisierten Rechner: RAM (Random Access Machine) mit Satz
von Elementaroperationen

— Untersuche Ressourcenverbrauch in Abhangigkeit von Eingabegrofe

Formal P sei ein algorithmisches Problem. Und Ap sei ein Algorithmus, der jede
Instanz | von P auf RAM l6st. |Ap (1)] ist die Anzahl der Elementaroperationen.

[Ap ()| = m§%<|Ap(l)| “worst-case” bei Eingabegrolen
Man erwartet |Ap (N)] - oo mit n - oo. Wir wollen beschreiben, wie schnell
geht das?
1.1 O-Notation
Im folgenden gilt f,g: N - R™.
1. Die Funktion g ist eine obere Schranke fiir die Funktion f, falls
[c? 0[nd[nT> ny : F(n) < c [gin)
Die Notation hierfir ist £(n) = O(g(n))
2. Die Funktion g ist untere Schranke fur f, falls
[} 0[nd[nT> ng : £(n) > c Lgn)
Notation: £(n) = Q(g(n))

3. Funktionen g und f wachsen asymptotisch gleich schnell. (Notation: f(n) =
©(g(n))) falls

f(n) = 0O(g(n)) LE(n) = Q(g(n))
d.h. [ c, > 0[nd (N> ng : ¢; [gn) < F(n) < ¢, [gx)

-1-
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1.2 Obere und untere Komplexitatsschranken

Definition 1. » P algorithmisches Problem. f(n) ist obere Schranke fiir die Kom-
plexitat von P, falls

[RAM-Algorithmus Ap fur P und |Ap (n)] = O(F(N))
e f(n) ist untere Schranke flir die Komplexitat von P, falls

[CRAM-Algorithmus Ap der P 16st |Ap ()| = Q(T(N))
Ubung

1. f(n) = O(g(n)) - Folge (G )n oist beschrénkt.
Beweis:

[Td> 0[gml> no : f(n) < ¢ Cg(n) Also o3 < c. Damit ist die Folge
f (n) = ) f(n)
(TQ))” mnbeschankt durch max{c: g - - - TQ)}

1

2. £(n) = Q(g(n)) = Folge (£73)n mnist beschrénkt

Beispiel

1. Konstante Funktion f(n) = 2190, f(n) = O(1).
[Nl %1000 ]i 21001 qg

=f(n) =g(n)
2. [c+0:f(n) =0(c H(n))
3. @ mith>0: f(n) = (n+a)". f(n) = O(n°)
Beweis: f(n) = O(nP). Setzte ¢ = 2°.
(n+aP<c@
= (n+2)°< (2n)®
= (N+2)<2n
erfullt fir n = ny = 2|a|
f(n) = Q(nP). Setzte c = 27°,
(n+a)’=cnP

n+a="
-2

fur n > ng = 2|n|
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1.3 Haufig auftretende Funktionen

f(...)
1 konstanter Aufwand
log, log, n
log, n Binérsuche
n primitiver Primzahltest, planaren Graphen
n linearer Aufwand
n [log, n | Mergesort, untere Schranke fiir vergleichshasiertes Sortie-
ren
n? quadratischer Aufwand, z.B. Quicksort im worst-case
n® kubischer Aufwand
nk, k > 1 | polynomieller Aufwand -> “e [zieht”
2" exponentieller Aufwand, GroRe der Potenzmenge einer n-
Menge
n! Anzahl aller Permutationen
n" Anzahl aller Funktionen A - A, |A] =n
Summen | Hintereinanderausfiihrung
Produkte | Verschachtelung

Asymptotisch echt schnelleres bzw. langsameres Wachstum

Definition 2 (ound ¢ ). f(n) =o0(g(n)) = [cF0NJ[NI>ny: f(n) <c [g(n) =

)y =
Iim (Gmy) =0

Dann heilt g starke obere Schranke von f
f(n) =< (g(n)) = [+ 0[Nd[nI> ny : F(n) > c Cg(n)

ACHTUNG!

Es gibt Funktionen, die nicht vergleichbar sind bzgl. der O-Notation!!
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1 Fortsetzung O-Notation

Der Zweck ist die Beschreibung des asymptotischen Wachstums bei n « €  von
Funktionen ¥ : N ¢« R™, d.h. wir suchen eine einfachere Funktion, die das gleiche
Wachstum hat. Und das so einfach wie moglcih und so klein wie méglich!

Anmerkung Eigentlich O(g(n) = {f : N+ R| ¢ > 0...}. Es musste also auch
f(n)! O(g(n)) heiken.

1 = o(log logn)
log logn = o(logn)
logn = o( n)

n = o(n)

n= o(n?
n? = o(2"
2" = o(n!)
n! = o(n")

1.1 Kochrezepte

1. d(n) = O(f(n)) und h(n) = O(g(n)). Dann gilt: d(n)+ h(n) = O(f(n)+ g(n)).
Gilt natdrlich auch flr die Multiplikation.

2. Logarithmen, a>1,b>0

_ log.b

log, b ,c>1
og 2 ©

4 I

Cc

 Insebesondere folgt daraus log, n = ©(log, n)

e log,(n?) =2 #log, n
log,(n®) = c#log, n
. aIogzn = (2 log, a)logzn - 2Iog2 aslog, n — (2 log, a)logzn - r]Iogza

3. £(n) = O(g(n)) $ log,(f(n)) = O(log, g(n))
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% >ng: f(n) <c#g(n)
$ log, f(n) <log,(c#g(n))
$ log, f(n) <log,c +log,g(n)
< ¢ log, g(n)
¢ =(log,c)+1

Logarithmieren erhalt im Allgemeinen nicht starke obere Schranken!
- 1
f(n)= n, g(n)= naber log n= élogn, logn =log n

4. a,bh>0

= Hohere Potenz wachsen echt schneller! a<b $ n2 = o(n®)

e Jedes Polynom in n wéchst echt asymptotisch schneller als jedes Polynom
in logn

(logy )" = o(n?)

» Jedes asymptotische Wachstum ist schneller als jedes polynomielle Wachs-
tum.

n® = 0(2%'")

5. Sterling-Formel zum Abschatzen von n-Fakultat.

g = s [ U % [ E e
2rn — <nl< 2nn — !

e e
log,(n!) = ©(n#log, n) Warum ist das so? Wir schatzen nach oben und unten

ab:

(g)%<1#2#3#...#(n& D#n<n" |log,
n n
—log, = <log,(n!) <
&“ﬁﬁj 2 'ﬁ'ﬂgﬂ_'h

=0(n log, n) =0O(nlog, n)

$ log,(n!) = ©(nlog, n)
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2 Stetigkeit von Funktionen

f:Re Roderf: I« R, wobeil ein Intervall in R ist. Wir betrachten a !
I' {&€ ,€ } Untersuchen Verhalten von f(n) fir x ' € !

Definition 1. )I(i!maf(x) = b (% Folgen (Xp)nrn Mit X, ¥ a : XI!i#[n Xn = a$
)I(i!maf(xn) = bh.

linksseitiger Grenzwert: Xl!irg_f(x) also alle x; < a.

rechtsseitiger Grenzwert: XI!ir2+f(x) also alle x; > a.

Beispiel
1. f(X) = x*> %! RIimf(x)= a°
x! a

2. Die Sprungfunktion hat in null keinen Grenzwert

—1
Ox<O

f(x) = x> 0

Da lim f(£) =0, limf()=1
XI# X#

3. T(x) =sin % X ¥ 0. hat in 0 weder links- noch rechtsseitigen Grenzwert!
Was ist aber mit g(x) = x#sini ? Iimog(x) =0
X!

2.1 Bestimmung von Grenzwerten

1. Grenzwertarithmetik limf(x) = b,limg(x) = ¢, b,c! R
x! a x! a

)I(i!ma(f(x) +g(X))=b=xc
)I(i'ma(g(x) #9(X) = b#c

. T(g) _ b
CFOIm a0~ ¢

2. Umformen von Funktionen durch kiirzen und erweitern

. x+1&1 . ( x+1&1)( x+1+1) 1
lim—— = lim — = =
x 0 1 X! 0 X( x+1+1) 2
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3. Einschniren. g(x) < f(x) < h(x) 9%
limg(X)=Ilimh(xX)=b$ lim="0
x! a x! a x! a

Beispiel Iiirn0 % =? Wir vermuten, dass der Limes 1 ist.
X!

i s Qi X 1
sinxcosxf <x <tanx |:sinx$ cosx < 75 < -
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Zur Ubersicht und Wiederholung, es gibt folgende Mdglichkeiten zur Grenzwertbestim-
mung:

1. Grenzwertsatze

Funktionsterme umformen
Einschniiren von Funktionstermen
Monotoniekriterium

L’Hopital-Regel

o o k~ w N

Reihendarstellung

1 Asymptoten

y = f(x) Funktionsterme (Graph der Funktion).
Asymptoten sind Geraden, an die sich die Funktionskurve anschmiegt.

Definition 1 (Asymptoten). Die Geradey = c ist eine horizontale Asymptote der
Funktionf, wenn

Imf(x) =c oder Iim f(X)=c
X —» —o0o

X — 00

Die Geradex = a ist eine vertikale Asymptote der Funktidnwenn
lim f(x) =+ co oder limf(x)=-+ oo
X-at* X-a~

Die Geradg = ax +b,a 8 0 ist schr ge Asymptote voiff, wenn

lim (F(x) —ax—Db) =0 oder lim (f(x) —ax—b)=0

Beispiele f(x) = XD

T(X) hat eine vertikale Asymptote x = —1 und dazu eine schrdge Asymptote y = x—2.
—1 ist Nullstelle von x + 1. lim == = +oo

Polynomdivision

L] (N I I By B 2
X2 —X X+1 =x—2+
—x2 —x x+1
—2X
2X + 2
2
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+ X+1

Iiml+ (fxX)—(x—2)) = IirT} 2.=0
Allgemein flr gebrochen rationale Funktionen f = % in gekurzter Darstellung (ggT (p(X), q(x)) =
1) gilt

- Falls deg p(x) = deg q(x) + 1, dann hat f eine schrage Asymptote die man
durch Polynomdivision berechnen kann.

- Ist deg p(x) = deg q(x) + 2, dann gibt es keine schragen oder horiontalen
Asymptoten.

- Falls deg p(x) = deg g(x), dann gibt es eine horizontale Asymptote. Kann
natdrlich auch tber Polynomdivision berechnet werden, geht aber auch einfacher:
Fir p(x) = anx" + ... und q(X) = b,x" + ... ist die Gerade y = {

- Falls deg p(x) < deg q(x), dann ist die Gerade y = 0 eine horizontale Asymptote.

- Jede Nullstelle von q(x) definiert eine vertikale Asymptote.
Sei a eine k-Fache Nullstelle von q(x), also ein k-facher Pol und

— k gerade, dann ist lim f(x) = lim f(x)
X-a~ X-a*

— k ungerade, dann ist lim f(x) = — lim (x)
X—-a~ X-a*

2 Der Stetigkeitsbegri 1

Definition 2 (stetig). I [Rlintervall. Eine Funktiorf : I - R heilt stetig aufl,
falls fur alle Folgen (Xn) aus I mit lim x, = a existiert der Grenzwert lim f(x,) und
X - Xe

ist gleich f(n).
T heilt stetig auf I, wenn f in jedem a [Tlstetig ist.
Achtung Wenn a ein Intervallrand ist, dann einseitiger Funktionsgrenzwert.

Satz 1 (Epsilon-Delta). T ist stetig in a genau dann wenn
[0 01 |[x—al <& CJEWX) —f(a)| < [
Beweis 1.

[ 0> 0fallCI: |x —a] <9 L[J¥ix) — f(a)| < Lgilt also soll daraus
stetig in a folgen. (xn) mit I.im Xn = a. Zu zeigen: I.im f(x,) =f(@) - ¥
0nd 01> no : [f(xn) — f(a)| < [J
Sei & = 6(DJ

-2
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limx, = a 1> 0[nd[n1> ng : |X, —a] < [dSetzte nun (= 5. Wir
Xe

bekommen also ein ng. Verwende dieses ng in [T 0[nd [n1> ng : |F(X,) —
f(a)| < [dSein > ng. |[ng —a] <d [Elny) —f(a)| < O

[ Indiirekter Beweis. Wir zeigen -([B 061> O[al[1: |[x —a] < & L[JEIX) —
f(a)| < O T8t nicht stetig in a, d.h. [(A4,) mit limx, =aund lim f(x,) &
X. X.
f(a)
([ 0RF0[@EICTE |[x—a]| <d CLJFMx) —f(a)|< Dl IH 06 0xI[]
I @ |x—a| <& CJf(x) — f(a)| > [IWir setzten fiir £ ein. § = & « x, [
lxn —al < & CH(x) — ()] > O
(Xn) : limx, = a, aber alle f(x,) liegen auBerhalb U{f(a)) Daraus folgt
Xo
limf(x,) B f(a) O
Xe

T(X) ist stetig auf I. [l IIT#H 03> 0[@ILCT [x —al <d []EQx) — f(a)| < [J
T ist gleichmaRig stetig auf I, falls [T B> 0[@1> Ol X1 M: |x—a| <& [
[f) — @) <O
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1 Fortsetzung Stetigkeit

Beispiel f(x) = % fur 1 = (0, o). Es soll gezeigt werden, dass f nicht gleichméaRig
stetig ist.

Zu zeigen: [T# 0 [P 0 X4, X, LT |xg — Xp| < & CJfI(xy) — f (X2)| = [

Man wahlt 3= 1. Sei § > 0 gegeben. £ — - = —L- < 8. Man setzt x; = £,x, =

n+1 n(n+1)

—L_ [11 Nach Konstruktion: |x; — X| < 8, aber [f (x1) —f (x2)| = |n—(n+ 1)| =

n+1

1=1L[1

Satz 1. Ist | = [a, [ ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,J — R stetig auf [a, b,
dann ist f gleichmaRig stetig auf [a, .

Den Beweis kdnnen wir hier nicht fihren, aber man konnte ihn tGber die Kompaktheit
im abgeschlossenen Intervall machen.

1.1 Stetige Erg nzung
Ist f definiert auf 1\{ a} und stetig auf diesem Bereich und limf (x) existiert, dann
X—-a
kann man diese Funktion durch eine “stetige Erganzung”
f(a:=Ilimf(x)
X—-a

zu einer stetigen Funktion auf I machen.

Beispiel f(x) = 2 ist definiert auf R\{ 0}. Wir wissen, dass Iing)“% = 1. Die
X -
Ergénzung ist dann f (0) = 1.

1.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

- f,g stetig in a [T1
f gstetigina, f [gstetig in a und ;{ stetig in a, wenn g(a) 2 0

- Die Komposition stetiger Funktionen ist auch stetig
f,g : R - R, mitf o g definiert durch (f = g)(x) = f (g(x)). g stetig in a und
f stetig in g(a). Daraus folgt f - g stetig in a.
Beweis: x; -~ a [g0h) - g(@) - f(9(x1)) L&) O

- f :[a,d - R stetig auf [a, .

+ Nullstellensatz
Ist f (&) CTI(b) < 0, d.h. f hat in a und b verschiedene Vorzeichen, dann

folgt X4 [C(A,D : f (xg) =0.

-1-
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I+

Zwischenwertsatz

Zujedemcmitf(a)<c<f (b) X4 [C(A,b:f(xp) =cC
Minimum-Maximum-Eigenschaft

[xd,x, 13,8 : f (x1) = min{f (x)|x 4, 3} und f (x;) = max{f (x)|x I
[a, B}

Korrular: f ist beschrénkt auf [a, b.

Stetigkeit der Umkehrfunktion

Ist f auf [a,d streng monoton wachsend oder fallend, dann existiert die
Umkehrfunktion f 71 : f ([a, ) — [a,d und f ~1 ist stetig auf f ([a, b).

I+

I+

2 Di [Lerkentiation

Newton, Leibniz.

Voraussetzung f : 1 - R, | Intervall oder Vereinigung von nichttrivialen
Intervallen.

De®nition 1 (Dilerknzierbarkeit). f : 1 — R heit die erenzierbar in xo [I] wenn
lim TEI=TCO) existiert.

X - Xo

Dieser Limes wird Ableitung von f im Punkt xo genannt und mit f '(xo) bezeichnet.
Die Funktion f heiRt die erenzierbar auf |, wenn f {x,) fur alle xo [ existiert. In
diesem Fall kann f Jals Funktion von | mit R betrachtet werden.

X—Xo=AX=h
fx)—fx) _ f(Xo+AXx)—1(Xo)
Rl B Ax

Differenzenquotiont
lim TXFA0 TG fpeitung
90 X O

Differentialquotient

INf of
O— — im 29
y'=110) = lim = 35
Beispiel f (x) = x2
+ _ _ 2 _ 2 — A2
lim T XFEA) 0 ) AT =X XX AT o im Ax = 2x
AX-0 DX AX-0 DX AX-0 DX AX -0 AX -

g(x) =x" - gi{c) =n x"*
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Die Funktion f (x) = |x| ist im Punkt X, = 0 nicht diLerknzierbar:

1
f(Xo+AX)—f(Xo) _|AX[—]0] _ 1 firAx>20
AX AX 0 firAx< 0

Grenzwert fur Ax - 0 existiert nicht. Dies ist ein Beispiel fiir Funktionen, die stetig
aber nicht diLerknzierbar sind.

Satz 2. Ist f die erenzierbar in Xq, dann ist f auch stetig in Xo.

100 =1 (ko) = 0= D=y
lim (F 60 =T (xo)) = lim W(x — %o)

= fim T TTX0) i — %) =0

X - X0 X_XO X — X0
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1 Fortsetzung Di Lerkntiation

1.1 Geometrische Interpretation

Hier ist lim,. y, T9789) gerade die Gerade durch die Punkte (xo, F(xo)) und (x, F(x)).

Der Anstieg dieser Sekante ist gerade T f&0) pie Gleichung der Tangente durch
(%0, F(X0)) ist y = F'(Xo)(X — Xo) + F(Xo)

Anwendung Newton-Verfahren zur Nullstellenapproximation.
Sei x' die Vermutete Nullstelle und x; ein Punkt in der Umgebung.
Iteration:

f(Xn) + F'(Xn) Xns1 — X1) =0

f(xn)
X + = Xn —
n+1 n fI(Xn)
Beispiel f(x) =x2—a
2
Xn+1 = Xn — _nga = %(Xn + %)

1.2 Analytische Interpretation

« Die Tangentengleichung ist “einfach”, d.h. linear und hat die Form a + bx
» Gleicher Funktionswert in Xg
e Gleiche Steigung wie T in Xo

F(x0) (x = X0) + F(Xo) = (£ (x0) T E(X0)X0) + F 015} X

=b

e “gute” Approximation von T in Umgebung von Xo

“Rest”
R(X) = F(X)(F'(Xo)(X — Xo) + F(Xo))
= f(x) — F(xo0) — F'(X0) (X — Xo)
lim "X — i OO =100 _ 1

xe Xo X — Xg X Xo X — Xp
=f'(xo) — F'(x0) =0
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1.3 Rechenregeln
Seien f,g : | - R dilerknzierbar.
< (FO) +9(x) = F/(x) + ¢'(x)
= Produktregel
(F(x) CO(x))' = F(x) Co(x) + F(x) [gH(x)
Insbesondere (¢ CH(X))' = ¢ CH'(x)
* Quotientenregel
(f(X))! _ F()g9(x) = F(x)g'(x)
9(x) (9(x))?
Beweis 1 (Produktregel). Wir addieren eine geschickte 0.
i F00900 = FO)g(x0) _ 1 F09900) = F(x0)3(x0) + (F(x0)g09) = F(x0)g ()

X* Xo X — Xp X* Xo X — Xo

f(x—f(x X) — g(X

( (o) f(Xo)g( ) — 9(Xo)
— Xo X —Xop

= I|m g(Xo)
= g(Xo)f (Xo) + f(Xo) gt (Xo)

Beweis 2 (Quotientenregel).
) _

00 ~ T Hy g(x)
11 g(x0) 9(x)
lim 3% 90 _ |j;m 9% 99
xe X0 X — Xp xs Xo X — Xp
— lim _9x) — g(Xo) o 1
X* Xo X — Xp 9(X)g(Xo
_ —9'(%0)
9(Xo)?

1.4 Ableitungen trigonometrischer Funktionen

(sinx)' = cosx

(cosx)' = —sinx

1 I
tanx)' = —— x 8 — [Kn
( ) €0Ss2 X 2

| 1
(cotx) = ———— xEkmn,k [Z
sin“ x
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Beweis 3 (Sinus-Ableitung).

. sin(x + h) —sinx

lim
he 0O h

.1 . .
= Llng ﬁ(smxcosh + cosxsinh —sinx)

= lim(sin xCOSh —1 + cosxSin h
T heo h h

= 0+ cosx [Il= cos X

Kettenregel Funktion x — f(g(x)), wobei f, g diCerknzierbar.

(F(@0))) = F(g(x)) CgH(x)
Beweis 4 (Kettenregel).

AT(() _ AF@(X)) CA[QX))

AX Ag(x)) CAx

1.5 Hohere Ableitung

Die Ableitung der Ableitung von T heil3t, falls sie existiert, 2. Ableitung von f. Sie wird
mit f"(x) bezeichnet.
Allgemein schreibt man

fO(x) = F(x)
fOx) = F(x)

F(x) = O%(f(” D(x) ,n=1

Definition 1.
« T ist n-mal di[erenzierbar, falls FW0 . £M(x) existieren.

» T ist n-mal stetig dilerbnzierbar, falls FW £ (x) existieren und stetig
sind.

Beispiele
1. £(x) = (sin(x® + 2x)?)3

F{x) = 3(sin(x® + 2x)?)? Cabs(x® + 2x)? CAX® + 2x) [(BX? + 2)



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 17 19. Juni 2007

2. p(x) =3x>—4x3+2x+1
pi(x) = 15x* + 12x?
pHx) = 60x3 + 24x

P Tx) = 180x? + 24
p®(x) = 360x
p®(x) = 360

3. F(x) = x x|

f{x) = 2|x| , istin O nicht di [efknzierbar

1.6 Anwendung

e Maxima/ Minima einer Funktion ¥ : I — R. Man unterscheidet globale und
lokale Minima/ Maxima

Beispiel Definition des lokalen Maximum in a [T]
[+ 0MIU@) n I : f(b) < f(a)
Kandidaten fir mogliche Extremstellen von £ : 1 - R:

— Randpunkte des Intervalls

— Nullstellen der Ableitung
Sei Xg Maximum. | ist oled. [«3> 0U{x,) 11

_AFX)
xIlTO_ AX
lim 27X

+
X = Xg X

=0

<0

— Stellen, an denen die Ableitung nicht definiert ist.
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Satz 1 (Mittelwertsatz). f : [a,b] - R, ist stetig und auf(a, b) diledenzierbar, dann
folgt

f(h) —f(a
[X1C(4,b) : f()——() a()
D.h. der durchschnitliche Anstieg wird mindestens an einer Stelle angenommen.

Beweis 1. De®nieren eine neue Funktpn[a, b] — R. g(x) = f(x)—(x—b) A 1@,

Es giltg(a) = f(a) und g(b) = f(b) und g ist stetig. Daraus folgt, es eX|st|ert eine
Extremalstelles, [(@,b) fr g. Alsog'(xo) =0 [0 F(xo) — Q1@ ynd das ist
f(xo) = o) f@)

b a

1 Was lernt man aus £ fr f ?

e f'(X) > 0 T ist streng monoton steigend auf 1.
e °(x) = T ist monoton steigend.

e T°(x) =0 T ist konstant.

Korrolar T, g dilerknzierbar auf 1. £*'(X) = g’(x) = f(x) =g(x) +c.
Beweis 2. Funktionh(x) = f(x) — g(x)

Beispiel 1 = (—o0,00), f(x) = X

1+x2°
oy = LFRTEAER) M TN b T
1+ x2 1+ x2
:;‘,1;>0
1+ x2

Somit ist die Funktion also streng monoton steigend.

Fakt 1 T auf (a,b) dilerknzierbar und hat in Xo ein Maximum, falls [T# 0 : *(x) >
0 fur x (X — [Xg) und F°(x) <O fir x ko, x + D

Fakt 2 f auf (a,b) zweimal stetig di Lerbnzierbar und °(X,) = 0 flr ein X, (@, h)
T7(Xo) <0 [Xglist ein lokales Maximum
T7(Xo) > 0 [Xglist ein lokales Minimum

Beweis 3. f'(Xp) < 0 daraus folgtf'(x) < 0 in kleiner Umgebung voRr,. Das
heilt f*(x) ist in Umgebung monoton fallend, und daraus folgt wefféxy) = 0 ein
Vorzeichenwechsel.
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2 Kr mmungsverhalten / Wendepunkte

Der Wendepunkt wird im Vorzeichen von f* abgelesen.
°>0 [y f(x) konvex von unten (Linkskrimmung)
" <0 [y =F f(x) konvex von oben (Rechskrimmung)
De®nition 1 (Wendepunkt). Im Wendepunkt vorf wechselt die Kr mmung.

2.1 Kandidaten fr Wendepunkte
e Punkte in denen ™ nicht existiert.
e Punkte bei denen (xp) =0

Satz 2 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seienf,g auf (a,b) diledenzierbar und
auf[a, b] stetig. Fallsg’(x) 2 0 fr x [(@, b) dann folgt
f(b) —f(a) _ F'(x0)
[xd D) : =

"D 50— g@ T )
Beweis 4. Wir wisserg(a) £ g(b) wegeng'(x) 8 0. Wir w!hlen uns wieder geschickt
eine Funktionh(x) = f(x) — T @ qyy)

g(d) 9(a)
_ _T(b) —1(a)
h(a) = f(a) 90 —0@) g9(a)
_ f(@)g() —f(a)g(a) — f(b)g(a) + f(a)g(a)
g(b) —g(a)
_ e _ F(b)—T(a)
h(b) = f(b) 90 —0@ g(b)
_ T()g(b) — F(b)g(a) — F(b)g(b) + F(a)g(b)
g(b) —g(a)
h(x) = g(b) [ : h"(xo) = 0 Daraus folgtd = *(xo) — & —(9"(Xo) O

3 L'Hopital-Regeln

f,g : (a,b) - R dilerknzierbar, g'(x) & 0. Falls f(x) — 0 oder f(X) —» oo und
g(x) — 0 oder g(x) — oo fir x - b und limy - 53 [CRI ({30} dann folgt
- fx) . (X
M 560 T g
Analog geht das fiir x —» a™.
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Beweis 5. Fall x - b f(x) - 0,g(X) - 0fr x - b . Stetige Funktion vorf
und g auf (a,b] und f(b) = g(b) = 0. Fr jedesa < x < b gibt es nach dem

. . . m — fQXO)
Mittelwertsatz einx < Xo < b mit 00 = T o oo
- - X — - X

Wennx — b , dann geht auclkx, — b . Dann istlimy. - 00 = limy - 760
Beispiel

Imx~°’—x2—5x—3 3x2—2x—5_“m_16

x"3 3X2—T7Xx—6 x"3  6X—7 x" 3 1

. sinx . COsX

lim—=Ilim——=1

X" 0 X x" 0 1
1 1 . sSinxXx—Xx ) cosx —1 . —sinXx
Iim-———=Ilim— =lim————— = |lim . =
x"0X SinX x" 0 XSinX X" 0XCOSX +SiNX  x" 0COSX — XSinX + cos X

4  Kurvendiskussion

Folgende Punkte gehdren zu einer Kurvendiskussion

 maximaler Definitionsbereich
e Symmetrie

*+ Gerade Funktion: f(—x) = f(x) X1

+ Ungerade Funktion: f(—x) = —f(x) X1
- Polstellen f(x) = 2%z,
chenwechsel, andernfalls haben wir einen Vorzeichenwechsel.

e Verhalten im Unendlichen, Asymptoten
* Nullstellen

« Extremwerte, Monotonieintervalle

« Wendepunkte

e Skizze

5 Bestimmung von Nullstellen und Fixpunkten

y = f(x),f :[a,b] - R dilerknzierbar.

g(Xo) B 0, g stetig. k gerade in X, dann kein Vorzei-

Eine Nullstelle ist ein x [[d,b] mit £(X) = 0 und ein Fixpunkt ist ein x []d, b] mit

f(x) =x.

-3-
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Beobachtung Nullstellen von f(x) sind Fixpunkte von g(x) = x — f(x) und die
Fixpunkte von f(x) sind die Nullstellen von g(x) = x — f(x).
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1 direkte Fixpunktiteration

Satz 1. f :[a,b] - [a,D] ist stetig diCerknzierbar. Notation: f [ClI"[a,b]. [T k <
1aca, ) : [f{x)| =k <1
Es folgt

e [TFixpunkt x4, b]

e Die Interationsfolge x,+1 = T(X,) konvergiert bei beliebigem Startwert gegen
den Fixpunkt x™*

o X0 — X< £ IXn — Xn—1]

Beweis 1. 1. Existenz von x~Falls f(a) = a oder f(b) = b, dann sind wir fertig.
Also f(a) > a [*(b) < b. Wir betrachten F (x) = f(X)—x F(a) > 0 [E{b) <O.
Hieraus folgt es existiert eine Nullstelle in F. Und das bedeutet es gibt ein
Fixpunkt x™in f.

Eindeutigkeit folgt aus dem Mittelwertsatz flr Intervall.

2. |Xn—x"'= |F (x,—F (x5] ist nach dem Mittelwertsatz gleich [f"v)||x,—1 —xF'<
K|Xn—1 — X" Daraus folgt |x, — xH = k"|xg — x Weil limy_ k" = 0 ist
limy oo Xn = X5

3. [Xn—1 = XP'= [Xn-1 = Xn + Xn = X Xq = XP= Kk OXp—g = XP< K|Xq-1 —
Xn| + K|xn = X Xy —xP= ﬁlxn—l_xnl [

2 Newton-Verfahren

Ist zur n&herungsweisen Bestimmung von Nullstellen da. f(x) = 0. Es benutz die

Fixpunktiteration fiir F (x) = x — ;. Voraussetzug f{xo) & 0 auf [a, b]. xo [1d,b]

_fx
%)

Xn+1 = Xn
Hinweis Es ginge auch G(x) = x — f(X) oder so, aber Newton wie oben braucht
schwachere Voraussetzungen.

Hinreichende Voraussetzung f : [a,b] » R ist zweimal stetig die erenzierbar,
f{x) 2 0 und ist konvex, d.h. die zweite Ableitung wechselt das Vorzeichen nicht. Die
Vorzeichen von f(a) und f(b) seien verschieden. Dann konvergiert die Newton-Folge
fir beliebigen Startpunkt X, gegen die einzige Nullstelle x-

weil
nicht
mehr
wie
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Beispiel f(x) =x>—2.

2__
Xn+1 = Xn - X2an2
n Xn
0 1
1 1,5
4 | 1,4142136

3 Taylor-Formel

T(X) = (x — Xp)" ist Polynom. Was sind die Ableitungen?
Fi{x) = n(x = xo)"™
fH%x) = n Ch — 1) (X — X,)" 2

Was ist die k-te Ableitunge?
fOX)=n(n—1DM—2)...(n—k—1)(x — x,)"
f™(x) =n!

Alle héheren Ableitungen sind dann 0.

An der Stelle Xp ist nur die n-te Ableitung ungleich 0.

allgemeiner f(x) = an(X —Xo)" +an—1(X —Xo)" 1+ ...+ a;(X — Xo) + a fir alle
k ist £ (xp) = a [KI. Wir setzten a, = 0 fiir x > n. Also ist a, = ~&2) Hieraus
folgt

)

k!

() = (X = Xo)"

k=1

Beispiel f(x) = x3 + 2x2=x + 6 T(x) soll an der Stelle +2 “entwickelt” werden.
Also in der form f(X) = ,_jak(x — 2)

f(2) =20
f{2) =19
f%2) =16
f%2) =6

f(x) = ?+1—f(x—2)1+1—;(x—2)2+g(x—2)3 = 20+19(x—2)+8(x—2)*+(x—2)3

-2
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noch allgemeiner T sein eine beliebige n-fach die erenzierbare Funktion. Wir be-
trachten

f(x) =

Lok,
K!

k=0

(=0 + B

Rest

Dies ist das n-te Taylor-Polynom von T im Entwicklungspunkt xo. Daraus folgt, Funk-
tionen und Abbleitungen stimmen mit f im Punkt X, berein.

n=0 f(x) = f(xo) + Ro(X). Wegen des Mittelwertsatzes B(x) = F(z)(x — Xo)
frein z C(K, Xo).

n=1f(x) = f(Xo)+T(Xo)(X—Xo)+R1(X) wegen Di erenzenquotiertim,
0

Ri(x) —
—-X0 x— X0

Satz 2 (Taylor-Formel) f : 1 - R und sei f n-mal stetig diLerknzierbar und x, [T
Dann gilt

f(x) = i kEIE‘O) (X — Xo)¥ + Rn(x) und
k=0
Ra(X) _

e (xX—x)" °

Ist ¥ (n + 1)-mal stetig diLerknzierbar, so ist

f(n+1) (Z)
(n+1)!

fir X < z < Xp. Das ist das Lagrange Restglied.

Rn(X) = (x = xo)"™*

3.1 Schlussfolgerung

f : [a,b] - R n-mal stetig di erenzierbar und seiy, [_(&,b). F{xo) = fHx,) =
..o =T D (x) = 0 und F™M(x,) E 0.

e n ungeradef hat in Xy kein Extremwert

e n gerade,f hat in X, Extremwert und Vorzeiche voft'(Xy) entscheidet ob
Maximum oder Minimum.
fr X! F(X) = F(xo) + "0 (x — xo)" + Ry, (X). Weil g L 0fr X — X wird
von 120 (5 — x 31 das Vorzeichen vofi(x) — f(xo) bestimmt. Wenm ungerade,
o) glbt es einen Vorzeichwechsel, andernfalls keinen.

-3-
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Beispiel f(x) = x3. Dann ist f{0) = f0) = 0 und f™0) = 6. 3 ist ungerade,
also ist 0 kein Extremstelle!.

f(x) = x*. Dann ist £0) = fX0) = f® (0) = 0 und ¥® (0) = 24. Da 4 gerade ist,
ist 0 eine Extremstelle.

Achtung Kriterium ist hinreichend aber nicht notwendig! Das wird deutlich bei

I:I1

e ? x80
f(x) =
(x) 0 X=0

Hier ist namlich [l ("M (0) = 0. Und trotzdem ist bei 0 ein Minimum.

Beweis 1.
f9= B Ry(
k=0 ’
= F(xg) + T () )+ R()

n!
F(x) = F(x0) _ F™W(x0) Rn(X)
— - _ n
xR
klein
n ungerade (X3 Xo)" wechselt in Umgebung von X, das Vorzeichen. [ T(X)—f(x)

nicht verschieden??? n gerade [ (X¥ Xp)" wechselt nicht das Vorzeichen in Umgebung
von Xo. [—Zahlen f(x) — f(Xp) andert das Vorzeichen nicht!.

Spezialfall

o )

k!

f(x) = X* — Rn(X)

k=0
Beispiele

f(x) =sinx

fXx) = cosx = sin(x + g)

£T{x) = cos(x + g) = sin(x + 2 dzi)

£00(x) = sin(x + k %

0 k =2l
£0900) = sin(k 1Y) =
O =sintkz) =" _1y k=21+1

-1-
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Taylor-Polynom fir sin x
1,24 x3 x5 X x2k+1
T + I = _t — — — n
21 () = ~ Do~ X" ats 7 T awm
Taylor-Polynom von cos x mit Ableitung:
x? x4
T2k+1(X)—l—§ 4|—
f(x) =eXund F®(x) =X und FK(0) =1
| ;i:ib 2 n
Ta(X) = Db =1ax+ X4 4%
2! n!
k=1
f(x)=(1+x)",n [N
£((0) _nih—=1)(h—2)... ((h—k+1) _
k! k! Tk
fO D (k) =0
QL+x)"= X< +0
k=0

Korrolar Fur klieine x nahe 0 ist

sSinX —Xx = S
6
2
COSX—1=——
2
e¥—1=x
2
X
ef—1l—-x=—
2

1 Umkehrfunktionen

Frage Wie lost man y = f(x) nach x auf?

Definition 1. ¥ : 1 - R und D [T Dann ist ¥ Gber D umkehrbar, wenn es zu
jedem y CT(D) genau ein x [ gibt mit f(x) =

Dies definiert die Umkehrfunktion g : f(D) — D

-2



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 20 28. Juni 2007

Klar: Wenn g die Umkehrfunktion zu f ist, dann ist T die Umkehrfunktion von g.
Man schreibt 1, aber Vorsicht, wenn man (f(x))™* = f(x) meint!
Satz 1. 1. e Jede streng monotone Funktion f : D — R ist umkehrbar.
= Jede Uber einem Intervall | stetig di Cerbnzierbare Funktion mit £i(x) & 0
fur x [CIist Uber dem ganzen Intervall umkehrbar.

2. Die Graphen von y = f(xX) und y = g(x), g ist Umkehrfunktion von f, sind
symmetrisch bezglich der Gerade y = x.

3. T umkehrbar und diCerenzierbar in 1. X¥(g(x)) £ 0 [ g{K) = =5 (g(x)
Beweis: f(g(x)) = x dilerknzieren: f{g(x) CoH{x) =1 CgHK) = =g (g(x)

1.1 Spezielle Umkehrfunktionen
1. y = ax + b hat Umkehrfunktion x — 2

2. Wurzelfunktion mit rationalen Exponenten: f(x) = x",x [R. Wenn n gerade,
dann ist’s umkehrbar fur x R = {x [R]x = 0}. Wenn n ungerade ist, dann
ist T Uber ganz R umkehrbar.

Fur rationalen Exponenten: xa = X, Xn = (Xn)"
Ableitung:
1 1 1
(X%)Dz n = - = _X%_l
nxa)"1 nkdts N

3. trigonometrische Funktionen
arcsin : [—1,1] - [=3, 3] und y = arcsinx = X =siny

. 1 1 1
(arcsin x)"= S — =
cos(arcsin x) 1 — sin*(arcsin x) 1—x2

arccos : [—1,1] - [0, ]

1
(arccos X) = —v/——
1—x2

arctanx: R - (—3,%)
arccot x : R - (0,m)

(arctanx)"=

1+ x2
1
1+ x2

(arccot x)"= —
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1 Exponential- und Logarithmusfunktionen

1.1 Die Exponentialfunktion e*
eX =exp(x) = limp (1 + 2)"
1. e2=1, > 0[x]
2. (e9)=¢
Beweis:
D= o (lim Xy = Jim (2 X)) = lim (n(1+ 2 )
1

o X\
= fim (@ + "

) =¢* [M=¢

3. Jede auf Intervall 1 diLerknzierbare Funktion f(x) mit fi(x) = a CH(x) ist von
der Form f(x) = ¢ CeF™fir eine Konstante c.
Zunachst: (eX [er*)"= eXe ™ +eXe™(—1) = 0 [eXd* +c fiir eine Konstante
c. Furx=0:1[I=c
Jetzt kdnnen wir das Beweisen:
Sei f = af" Betrachte g(x) = f(x) Cel"®*. Dann ist

g{x) = F(X)e ™ — af (x)e >
=af(x)e ™ —af(x)e ™ =0
[ g(X) =cfireinc CH
c=Ff(x) Cer® | Ce™
[l = f(x) Ca™e™ = f(x)

Korollar 7Y = e*eV.
Beweis: Fixierey [RL f(x) =& - f, —f, - f, =¢,e*. flir x =0 folgt x, = €.
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1.2 Kurve

~——

Y~

streng monoton wachsend

links gekrimmt (konvexe Funktion)

limy _ oo 8¢ = o0
limy_ o€ =0

e limy .o & = oo fiir jedes n [Nl

xn

1.3 Der naturliche Logarithmus Inx
exp : R » RX* streng monoton, deshalb existiert die Umkehrfunktion In: R" - R.
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Y

In1=0

Inx<0fir0<x<1

In ist rechts gekrimmt

(Inx)P= A =1

Korollar

1. In(xy) =Inx+Iny
In(§) =Inx—Iny

2. limy o 2 =0 fiir jedes n

1.4 Allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktion

a>0,a* R
x=Ilna, a = (eX)r = glna

Rechenregeln a* a=a**% (a b)* =a*b*, ??
Ina* =x Ina
(@)"=a*Ina

Umkehrfunktion zu a ist log, x = InX
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2 Hyperbelfunktionen

Dies sind sinh, cosh, tanh coth. Wobei

) eXl e™X e +e¥ sinh x cosh x
sinh=————,cosh=———— tanhx = und cothx = —
2 2 osh x sinh x

2.1 Kettenlinie
y = acosh % hat den Scheitelpunkt bei (?, a)

2.2 Rechenregeln

I' sinhx = sinh(! x)

cosh x = cosh(! x)

sinh(x +y) = sinh xcoshy + cosh xsinhy
cosh(x +y) = cosh xcoshy + sinh xsinhy
cosh®x ! sinh?x =1

2.3 Ableitungen

(sinh x)P= cosh x
(cosh x)"= sinh x

1
cosh? x

(tanh x)"=

Zur Erinnerung: sinx = £=8— cosx = &%

2
Reihen nieder

Dies schlagt sich in den Taylor-

. 3 x°
sinx = x| §+§"'
. 3 X
S|nhx:x+§+a...
x? x*
cosx=1! §+E"'
2 4
coshx=1+%+%...

Merke, es gibt eine enge Verwandtschaft zwischen Exponential- und trigonometrischen
Funktionen.
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sinh ist streng montoton steigend, deshalb existiert eine Umkehrfunktion (area sinus
hyperbolikus).

ex!l e .
y = ———— nach x auflésen

2
e)?! 2ye*! 1=0
() Y —1
et=ly+ y2+1
) —1
x = arcsinh y = In(y + 4 y2 +1)
y =arccosh x =In(x+ x2! 1)
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1 Integration

1.1 Bestimmtes Integral (Riemann-Integrierbarkeit)

Sei f :[a,d - R beschrankt.
Durch das Integral kann die Flache zwischen Funktionsgraph und x-Achse bestimmt
werden.

Formal Man betrachte die Unterteilung Z von [a, .
a=X;<X,<...Xpn=h Wrordnen hier noch die “Gute” von Z zu:

121 = max |Xi+1 — Xl

Zq ist feiner also Z,, w, 1 alle Zwischenpunkte von Z, enthélt.
Fir Z; T, Xi+1] - =5 T (z)) CKi+1 — X;). Die nennt man Riemann-Summe.

Z sei so eine Zerlegung. Dann ist die Obersumme

1
0s(2) = supf (2)(Xj+1 — Xi), z i, Xx+1]
i=0
und die Untersumme
"1
[Us(2) = inff (2)(Xi+1 — Xi), Z i, Xx+1]
i=0
Was passiert bei Verfeinerung des Rasters?

e Obersummen fallen (schwach monoton)

e Untersummen steigen (schwach monoton)

Daraus folgt, es existiert ein Grenzwert der Untersummen:

)
supUg(Z2) :=  f (X)dx

—a

Und natdrlich existiert auch der Grenzwert der Obersummen:
Y|
infOf(Z2) := f (X)dx
a

Definition 1 (Riemannintegral). f : [a,J — R heit Riemannintegral, falls

) o ~
f(x)dx= fX)dx = f (x)dx

__a a

-1-
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Beispiel
1. f(x)=c
1
[Z1: Ug(Z) = O0e(Z2) = c(Xiv1 — Xi)

i=0

1

=c  (Xji+x1—Xj)
i=0

=c(b—a)

[ dcdx=c(b—a)
a

2. z 14,4
L1

1 x=z
f(x)=
(x) 0 sonst

[Z1: Ug(Z) =0
Or(Z2) = 2 LJIZ||
Bei Verfeinerung geht [[Z|| - 0. Deshalb ist inf O¢(Z) =0

)
f (x)dx =0

a

3. Sprungfunktion von Dirichlet. f : [0,1] - R
1
F(x) = 0 x CQn[0,1]
1 xIQnlo0,1]
[Z1: Uf(Z) =0
Of(2)=1

Diese Funktion ist also nicht Riemannintegrierbar

Definition 2. f :[a,J —» R Riemann integrierbar und nicht negativ. dann heif3t

)
f (x)dx

a

die Flache zwischen Kurve f (x) und x-Achse.

-2
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Anmerkung
e f regulér, Flache I;_trlﬁ (x)|dx

e Formel: b<a: ?f (X)dx = — Lb_alf (x)dx

1.2 Eigenschaften der Riemannintegrale

1. Monotonie f,g : [a,d - R

)
XL f(xX)=g(x) CIf(X)dx=  g(x)dx
2. | ?f (x)dx| = ?ﬁ (x)|dx
3. Linearitat f,g : [a, - R. a,B
~ -~
af (x) +BgX)dx=a fX)dx+p  g(x)dx

Beweis: Usg(Z) > U¢(Z) — Ugf (Z). Wann gilt das?
inf(f (z) — 9(2)) LK1 — Xi) = inff (2)(Xiv1 — Xi) + Inf 9(Z) (X1 — Xi)
= inf(f (z) — g(z) = inff (z) +infg(z)

4. Zusammengesetze Intervalle. Seia<c<h.

- - )
f (x)dx = f()dx+  f(x)dx
a a C
Kriterium f :[a,d - R beschrénkt. f ist Riemann integrierbar genau dann wenn
[T® 0[Z1: |0s(Z2) —Use(2) = [
Daraus folgt folgender Satz.
Satz 1. f :[a, - R beschrénkt. Sei f monoton, dann ist f Riemann integrierbar.
Beweis 1. f wachsend. Z dquidistante Zerlegung x; = a+ %(b— a).

1
Of(Z) —Us(Z) = (f (Xi+2) = F (X)) (Kivr — Xi)
i=0
b— ) E
= T (f (Xix1) — f (Xi))
i=0
b_

(f—-1()

Dies geht fir n — oo gegen 0!
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Satz 2. f :[a,J - R beschréankt. Wenn f stetig ist, dann ist f Riemann integrierbar.

Beweis 2. f auf [a, [ stetig, dann ist f gleichmaRig stetig auf [a, b.
Wahle 3 0,8 > 0, so dass [x —y| < 8. Daraus folgt |f (x)—f (y)| < 55. Wir wahlen
Z mit ||Z]| < 3.

=]

T 1
Of(Z)—Us(Z2) =  (supf (x) —inff (X))(Xiz1 — Xi)

IA
N

— i —x) = gy (b=2)

2 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 3. f :[a,J —» R stetigund g: [a,d —» R stlickweise stetig und nicht negativ.

n n
A gk =T@)  gOx)dx

a a

Beweis 3. m = minf (x), M = maxf (x). g ist nicht negativ. Es folgt

m [Cg(x) < f (x) Cg(x) < Mg(x)

Aus der Monotonie folgt

) [~ Cy
m[C] gxX)dx=s f(x)gxX)dx=M [1 g(x)dx .
Also (1, M ] : L?f (x)g(x)dx = I?g(x)dx. Daf stetigist [zt f(z)= . O

2.1 Anwendung von bestimmten Integralen

Volumenberechnung von Rotationskdrpern. Wir lassen f umd die x-Achse rotieren. Die

Flache der Kreissgﬁibe bei x ist éﬂx) = n(f (x))?

Cavalieri: Vol= _A(X)dx=m _(f (x))?dx

Beispiele Kreiszylinder, f = i :mzzz—
piele relszy{p er,f (x) =r.DanpistV =m _r CE;I nr<(b—a)

Paraboloid. f (x) = x. Dannist V. =m (f (X))?dx =m o Xdx =T I:%J
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Ziel f :[a,B - R. Finde eine Stammfunktion F flir f mit
F(x)=f(Xx)

Satz 4 (Haupsatz der Integral- und DiLerkntialrechnung). f :[a,d — R ist stetig.
1. F(X) = ?f (t)dt ist Stammfunktion von f (x).

2. Ist F (x) Stammfunktion von f (x), so gilt:

.
f (t)dt = F(b) —F(a) = F(X)L

a
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Beweis des Hauptsatzes Sei h 80, Xo = x + h []a,b].

%F(x + h) — F(x) — f(X) z.z. geht gegen null mit h - 0

1 X+h X 1 x+h
=l-( f@di— fOd) - © fodt |
h' . a N x pm_ 4
L) R;‘*“ 1dt=LF(x)h="F(x)
1 ° xX+h
= (F(t) — F()db)|
sﬁmlsup{lf(t) = F()[} - 02?2

$
Hieraus folgt: Falls F (x) = axf(t)dt + ¢ Stammfunktion von T (x).

Fa)=  fOdt+c

Fby=  Fbdt-+c
b

F(b) — F(a) = bf(t)dt+c—c

a

[
De®nition 1 (unbestimmtes Integral). Die Menge der Stammfunktionen von f wird
mit

T (x)dx
bezeichnet und heillt unbestimmtes Integral.

1 Techniken zum Integrieren

Es gibt drei tolle Techniken, die ho [entlich einem bei der Kunst des Integrierens wei-
terhelfen.

« Partielle Integration
e Substitution

» Partialbruchzerlegung
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1.1 Partielle Integration

u,v:[a,b] - R ist stetig dilerknzierbar.

u)VI)dx = u()v(x) —  u(x)v(x)dx

dies kommt von der Produktregel der Di Lerkntialrechnung. welche da lautet (u(x)v(x) =
U ()v(x) + u(x)v(x)
Beispiele

$ $
1. xeXdx. Wir sagen x = u(x) und e* = vi{x). Dann folgt x (& — &% =
(x—1e*+c

$
2. x?sinxdx. Wir sagen vi{x) = sinx und u(x) = x2. Dann ergibt sich

—cosx [X¥ +2 xcosxdx

$
Jetzt muss$/veiter mit dem Integral weitergemacht werden: x [Cdosxdx =
x [sinx —  sinxdx = xsinx + cos X + ¢. Insgesamt ergibt sich

—cosX [P + 2xsinX +2¢cosX + ¢

$ $
3. Inxdx = x OOhx —  x(Inx)dx = x CIhx — x + ¢, wenn man als zweite
Funktion eine 1 nimmt.

$ $ $
4.  e*cos2xdx = e*cos2x+2 e*sin2xdx = e*cos2x+2(e*sin2x—2  e* cos 2xdx)

1.2 Substitution

Da gibt es einen Haufen von Regeln fiir:

d _
ax @)= F'{g(x) Cgi(x)
LT (9())g'(x)dx = F(g(x)) + ¢

Fur bestimmte Integrale:

g(b)

b
F(g(x))g(x)dx = F(g(b)) — F(9()) = © f(t)dt
a g(a

Und wieder ein paar Beipiele



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 23 10. Juli 2007

Beipiele

$ $
1. %?)’(‘))dx = 1dt=In|t| +c = In|g(x)| + c mit der Substitution g(x) = t und

dt = g"(x)dx
$ $ . _ _ .
2. e"Xcosxdx = eldt = e'+c = "X + ¢ mit der Substitution t = sin x und
dt = cos xdx
$ . o .
3. E(x) = $%_1dx. Mit X = Int ergibt sich dx = % [Cdt Dann haben wir
Aodt=" (1- gZpdt=t+ || +c =+ |52

1.3 Partialbruchzerlegung
Wir zum Integrieren von rationalen Funktionen benutzt.
) dx
X2 —5X+6

Wir schreiben mal das Polynom anders: x> —5x + 6 = (x — 2)(X — 3).

1 _ A, B _AX-3)+B(x—2) _ (A+B)x—(3A—2B)
xX2+5x+6 x—2 x—3  (x=3)(x—2) X~5x — 6
Wir bekommen also A = —1 und B = 1 raus. Hiermit folgt also insgesamt
) dx ) dx

- +
X—2 X—3

=—In|x—2[+In|x—3|+c
Das wird zum Gliick aber nicht in der Klausur rankommen - puh!

2 Uneigentliche Integrale

Dies sind Integrale der Form

° ° °
a

. f(x)dx , f(x)dx , ' f(x)dx

a

oder Integrale unbeschrankter Funktionen z.B.

1
:L_dx
a X
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2.1 Unendliche Grenzen

T :[a,o0] -~ R. Sei T ber jedem Intervall [a, A] integrierbar. Falls

] A
AI!|.m f(x)dx

a

existiert und es gilt

. f(X)dx = AIli.m 3 f(x)dx

a a

Analog funktioniert das mit L_al T (x)dx. Daraus ergib sich

] - ]
f(x)dx = f(x)dx + T (x)dx

a
Beispiele
]
1. | Zdx,s>1

A
1 1 1 1 1
—dx = = ASl—1)=_—"_
1 XS X 1—s xs1 l—s( ) 1-—s

A

2. | ﬁdx = ZIE ﬁdx = , 1T52dx = arctanx|g. Der Limesistlima. arctan A =
5. Die gesuchte Flache ist also .
]

3. cosxdx = lima,.  sin A ist divergent.

{J

0
T : (a,b] in a nicht definiert, aber f 10 < < b — a intergrierbar tber [a + ,b]

) n

f(X)dx = lim f(xX)dx
Cfeodx=lim £

falls existiert.

Beispiel I?X—lsdx mto<s<1

Ijtl1 1

— 1 s — 1 s
—adx X 1-—



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 23

10. Juli 2007

Hinweis

1. SiNXdx existiert.

0

2. Eulersche Gamma-Funktion

L]

r(x) = e 't 1L x<0
0

M(x+ 1) =x [1(x) vergleiche mit n!



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 24 12. Juli 2007

1 Potenzreihen

Ziel:  : [a,b] -~ R darstellbar alsf(x) = k;;=o T (X) mit f (x) 2einfach®, d.h. hat
z.B. die Formfi (x) = ax* -> Paritalsumme.

Definition 1 (Cauchy-Kriterium f r Reihen) k; :; o @ konvergent genau dann wenn
[F0xXd[mm >ng:|s, —sn| <[]

1.1 Rechenregeln

(ak b)) =a=xb
k=0
1

c @k =c A
k=0

Vorsicht beim Klammern weglassen bzw. setzten! Und auch Vorsicht beim Umordnen
der Glieder!

1 1 1 1

= 1—- 4+ —-—Z4=—
me=1-5+3"2%%
1 1 1
ZIN2=0+Z+0—>+0...
SIN2=0+>+0-]
3 1 01 1
—In2=1+0+-—=-+—-+0...
" O+3=5*g*0

Die ist eine Umordnung der Reihe!
Definition 2 (absolute Konvergenz) k;;zo ax heillt absolut konvergent, falls
1
|a|

k=0

konvergent ist.

1.2 Vergleichskriterien

| - 1
0 < |ax| = b [ ko und ,_, b konvergent so folgt ,—, ac auch konvergent.
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?-Kriterium ax =0 fr k=?und konvergen(a;—:l) so gilt

Ak 1
I(Ilm | | <1 [1a absolut konvergent
— 00 ak k=0
Ak 1
kI|m | 3 | >1 [—1ay nicht konvergent
— 0O K
k=0

Fallslimy _ |akk+1| kann keine eindeutige Aussage geéo werden.

Wurzelkriterium [KI> k.

v 1
kay <q<1 fr 2?20 [_1ax konvergent
k=0

Beispiele kein Bock gehabt mitzuschreiben ...

1.3 Folgen von Funktionen
fk . [a, b] - R

Definition 3. (f) konvergiert punktweise gegen f.[a,b] - R falls
x1]a, b] : kIim fi(X) = F(X)

Hier kann die Konvergenzgeschwindigkeit von einzedrash"ngen. Wenn man das

ausschliedlen m#chte, dass es ungleichm "Oige Knver-
genz:

nA

dig ist, braucht man die gleichm

Definition 4. (f) gleichmaRig konvergent gegen T falls

[T 0 x4 [XT> xo XA, b] : [F(X) — Ff,(X)| < [
Satz 1. ? i stetig und T auf T gleichmalig konvergent, dann ist auch f stetig.
Beweis 1. [MTIXJ[XP> xo XJIF(X) — Fr, (X)| < [

[F00 = F )] = [F () = Fao (%) = Fnp (0X) = Fng (X0) + g (X0) = F(x0)]
< [fao(0) — F(x0)| — 20 0

Satz 2 (Integration und Dierenziation der Grenzfunktian)
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1. (fx) - T gleichmaRig konvergent und ? fy stetig. Dann gilt

-~ - -
(kliﬂL fi(xX)dx =  f(X)dx = kliﬁn;lo T (X)dx

a a

2. fx —» T punktweise konvergent, alle f, stetig dilerenzierbar und Folge (fy) ist
gleichméRig konvergent, dann folgt

100 = (Jim fi())~= lim fi{x)

Vorsicht T (x) undfy : [a,b] — R. fx hat Knickpunkte in(0, 0), (%, khﬁ% 0) Was

ist die Grenzfunktion? Diese i6(x) = 0 fr x [0, 2]. Das Integral von_ fidx =1,
aber das der Grenzfunktion ist 0!

1.4 Potenzreihe

r—o aX¥. Das Ziel Egﬁ) ber [a, b] als Potenzreihe darzustellen. Wir interessieren
uns frM = {x CR| —,aXx* konverger.

1
R = sup{x (M} M beschr'nkt
) M unbeschr'nkt

heilt Konvergenzradius der Potenzreihe.
Es gibt drei M#glichkeiterR =0, R ?, R = oo

1. k;io kx* da ist dannR = 0 weil fr x & 0 keine Nullfolge.
2. k;;zo xK daistR =1

3. - —Lk hier ist dannR = oo

k=0 k!



