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Definition 1. Es sei = eine endliche Menge, genannt Alphabet. Die Elemente von X
heiBen Buchstaben/ Symbole. > st die Menge der endlichen Folgen von Symbolen
aus 2. Die Elemente hiervon heilen Worter tber 2, auch Strings genannt. Die Lange
eine Wortes w L3I mitw = a; ...a, mit a; 3 wird mit |w| = n dargestellt.
Formal ist auch doe Folge tber dem Alphabet zugelassen, die aus null Symbolen be-
steht. Dies ist das leere Wort []

Man kann mehrere Worter aneinander hangen (konkatenieren) um ein neues Wort zu
erhalten.
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1 Wiederholung

Alphabet ¥ und die endliche Folge von Buchstaben wird in der Menge der Wérter =™
bezeichnet. Eine Sprache L ist die Menge der Worter.
Reguliire Audriicke o bezeichnen Sprachen L(a) (siehe letzte Vorlesung) wie folgt:

L@O)=10
L(a) = {a}
L((ap)) = L(a) - L(B)
L((aUB)) = L(a) UL(P)
L(a)'= L(a)"
In reguliren Ausdriicken kénnen bequemlichkeitshalber (.) weggelassen werden. Hhindet
starker als -, die bindet starker als U

Beispiel Der regulire Ausdruck zu {a € {0, 1} enthalt 10 nicht als Teilwort } ist
gesucht. Dieser lautet = L(0™'5

Definition 1. Eine Sprache L zu der es einen reguldren Ausdruck a gibt mit L = L()
heilst reguldre Sprache.

Beispiel
o L=L((0UD)H0L(O0UL)Y) = {w € {0,1} " enthilt 101 als Teilwort }.

o L ={w € {0,1} "W enthilt 101 nicht als Teilwort } Ein reguldrer Ausdruck o
wird gesucht mit L = L(a).
Behauptung: a = (0100) "0 W 0)

Beweis

a) L cL(a)
Sei W € L beliebig. Dann hat w die Form w = w; - 10 - 0 (1. Vorkommen von
10) w, - 10- 0 (2. Vorkommen von 10) ...wy - 10 - 0 (kte Vorkommen) W41 - U
k = 0 ist zugelassen, d.h. 10 kommt nicht im innern vor.
also w; € L(0™'9' nach Beispiel 1 fiir i = 1,...,k + 1. Somit ist also w;100 €
L(0™'00). also w € (0™2'"00) ‘01 10)

b) L(a) CL
w € L(a) daraus folgt, dass w die Form w = w;100...w100wy+1U hat. Es
ist zu zeigen, dass in einem Teilwort 101 nicht vorkommt. w; enthdlt 10 als
Teilwort, daraus folgt w;j enthdlt 101 nicht als Teilwort also: w;100...w,100
enthélts nicht und der ganze Rest, also Wy+1 und U enthilts auch nicht. Also
weL
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2 Endliche Automaten

Modell eines endlichen Rechners zum Erkennen von Sprachen.

Zur besseren Vorstellung: Man hat ein Band mit einzelnen Zellen, welche je ein Zeichen
eines Alphabets > enthalten. Der endliche Automat hat einen Lesekopf, der erkennt,
was in den einzelnen Zellen steht. Das Gehirn des Automaten ist eine Black-Box, die
endliche Kontrolle, die in endlich vielen Zustanden sein kann.

Ein Schritt des endlichen Automaten ist abhdngig vom gelesenen Zeichen und dem
momentanen Zustand. Es wird in einen neuen Zustand iibergegangen und der Kopf
wird eine Zelle nach rechts gesetzt.

Das Wort w “Eingabe” steht auf dem Band und der Kopf anfangs auf der am wei-
testen links stehenden Zelle. w gilt als “akzeptiert”, wenn nach einer Rechnung der
Kopf auf der am weitesten rechts stehenden Zelle angelangt ist und es sich bei dem
Zustand um einen sogenannten “Endzustand” handelt.

Definition 2 (endlicher Automat). Ein endlicher Automat ist ein 5-Tupel M =
(Q,%,9,s,F) wobei

Q = endliche Menge “Zustinde”

2 = endliche Menge "Alphabet”

d = Q x = — Q “Uberfiihrungsfunktionen”
s € Q = “Anfangszustand”
F C Q = Menge der Enzustande

Beispiel Ein endlicher Automat fiir die Sprache L = {w € {0,1}"das vorletzte
Symbol ist 0} ist gesucht.
Es werden 4 Zustande benétigt.

Q = {01,02,03, 04}

S=01
s =1{0,1)
F = {03 0}

01 | unter den letzten beiden gelesenen Zeichen war keine 0

0z | die letzten zwei Zeichen waren 10 oder 0 (am Anfang des Wortes)
O3 | die letzten zwei Zeichen waren 01

(4 | die letzten zwei Zeichen waren 00

Die Uberfiihrungsfunktionen werden also wie folgt definiert:

_2.
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0 1
G | 92 Q1
G2 | 94 Q3
Gz | G2 Q1
s | Q4 Qs

Definition 3 (Akzeptanz). 8 lisst sich auf Q x Z™duch 3(q, DI= q fiir alle q € Q
und 8(q, aw) = 8(8(q, @), w) definieren.

w € Z5wird von M akzeptiert, genau dann wenn 8(a,w) € F

L(M) = {w € Z"HM akzeptiert w} heilt die von M akzeptierte Sprache.

Zustandsdiagramm Endliche Automaten konnen in einem gerichteter Graph darge-
stellt werden. Die Knoten geben die Zustidnde an und die Kante von q nach r existiert,
genau dann wenn 6(q,a) = r. Der Startzustand wird durch einen Pfeil und der End-
zustand durch einen doppelten Rand gekennzeichnet.
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1 Nichtdeterministische endliche Automaten

1.1 Idee

Dieser Automat funktioniert wie bisherige (deterministische) endliche Automaten. Der
Unterschied ist, dass bei gelesenem Zustand mit gleichem Zeichen es eine Auswahl von
mehreren Folgezustanden gibt. Das heif3t, fiir gegebenes Eingabewort gibt es mehrere
Mdglichkeiten von “Rechnungen” (eine Folge von angenommenen Zustanden beim Le-
sen des Wortes).

Das Wort gilt als akzeptiert, wenn es eine Rechnung gibt, die in einem Endzustand
endet.

Beispiel L = {w € {0,1}das vorletzte Zeichen von w ist 0}.

Der Automat ist wie folgt aufgebaut: von go bleibt man mit einer 1 oder 0 in go. Mit
der 0 geht’s aber auch zu g; und von da mit einer 0 oder 1 in g, dem Endzustand.
Von hier kommt man nicht mehr weg - hehe.

Es gibt keine Ubergdnge mit 0 oder 1 von g, der Automat halt hier.

Falls das Wort hier noch nicht ganz gelesen ist, gilt es nicht als akzeptierende Rechnung.

Definition 1 (nichtdeterministischer endlicher Automat). Ein nichtdeterministischer
endlicher Automat ist ein 5-Tupel

M =(Q,Z,)3,s,F)

(der Rest wie beim deterministischen endlichen Automaten)
Nur gilt fur § : Q x = — 2° (29 entspricht der Potenzmenge von Q, P (Q)).

Beispiel Wir benutzen das Beispiel von oben ...

Q = {Po, 41, G2}
> =4{0,1}
0(do, 0) = {do, ts}
(0o, 1) = {do}
8(dx, 0) = {az2}
0(d1, 1) = {02}

(02, 0) =10

8(02,1) =10
S="0o
F={0}
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d lasst sich durch folgende Definition auf Worter erweitern:

0(q, DJ={q} fur alle g € Q
S@ua)= |J (p.a)

p LAy, u)

0(q, w) alle Zustande, die von g aus durch Lesen von w erreicht werden kénnen.
w € Z5ilt als akzeptiert, genau dann wenn 3(q, w) N F # 0.

M st ein nichtdeterministischer endlicher Automat, dann heit L(M) = {w|M ak-
zeptiert w} die von M akzeptierte Sprache.

Bemerkung Jeder deterministische endliche Automat kann auch als nichtdetermi-
nistischer endlicher Automat aufgefasst werden.

Denn falls bei einem deterministischen endlichen Automaten (q,a) = p, dann kann
man dies auch als Menge betrachten, d.h. 3(q,a) = {p}.

Es folgt: Die Klasse der von deterministischen endlichen Automaten akzeptierbaren
Sprachen ist enthalten in der Klasse der von nichtdeterministischen endlichen Automa-
ten akzeptierbaren Sprachen.

Satz 1. Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten M gibt es einen &qui-
valenten deterministischen endlichen Automaten M&
Aquivalent bedeutet, dass L(M) = L(MY

Beweis 1. Sei M = (Q, Z,3,s,F), dann definieren wir M7= (Q7Z,57{s},FH
wobei

Q"= 2°
8'(k,a) = |_Jd(p,a) furalle k € 22 und a € £
p K1

F'={k cQlknF =0}

Behauptung: L(M5 = L(M), wir zeigen:
Fur alle w € =51 8(s, w) = 8%{s}, w). Dies folgt aus der Definition von F
Es wird ein Beweis durch Induktion tGber | = |w| gefihrt.

Induktionsanfang I=0 d.h. w = []

8(s, DI= {s}
o({s}, DI= {s}
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Induktionsschritt I=1+1 Seiw € 5 w| =1+ 1. Alsow =vamita € Z,v €
SHv| =1

3(s,w) =d(s,va)= | J 8(p,a)
p La(k,v)
= |J 8(p.a]nachlv.)
p [2s,v)
= 3'(0"({s},v),a) = 8'({s},va) | nach Def. von 3"...

Beispiel wieder das von oben ...

Wir konstruieren zu dem nichtdeterministischen Automaten den deterministischen ...
Hier werden die Zusténde durch die Mengen der Zusténde des nichtdeterministischen
Automaten angegeben, z.B. kommt man von dem Zustand {do} mit einer 0 in {qo, g }
und von hier mit einer 1 in {qo, gz} usw..

2 Nichtdeterministische endliche Automaten mit CUbergangen

Ubergang von Zustand p zum Zustand g soll erfolgen ohne Lesen eines neuen Einga-
bezeichens.

Definition 2. §: Q x (U {}) — 2°

Die kann auf Worter erweitert werden: & : Q x - 2% durch 3(q, D= E(q)
Wobei E(q) die Menge der von g aus mit =Ubergange erreichbaren Zustinde ist.
8(9, ua) = Uy a0y EG(p, @) firalleg e Que >aex

Ein Wort w heift akzeptiert, genau dann wenn 6(s,w) N F # (.

Bemerkung Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten M mit Ubergéngen
gibt es einen aquivalenten nichtdeterministischen endlichen Automaten ohne [=Jbergangen
(und somit einen aquivalenten deterministischen endlichen Automaten).

Dies erreicht man wie folgt: Entferne von jedem Zustand q alle Elbergéange und fiihre
neue Ubergange ein:

Va €2 8neu(@ @)= (J E@(q,a)
p [E{q)

Dieser Automat ist dann aquivalent zum alten.
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1 Was konnen endliche Automaten?

Welche Sprachen sind erkennbar?

Satz 1. Eine Sprache ist von einem endlichen Automaten akzeptierbar, genau dann
wenn sie regular ist.

Beweis 1. Zu zeigen ist:

1. Jede regulare Sprache wird von einem endlichen Automaten akzeptiert.
Dazu reicht es zu zeigen

(a) jede Sprache der Form {a} mit a 3] wird von einem endlichen Automaten
erkannt

(b) die leere Menge ["Wird erkannt
(c) wird L von einem endlichen Automaten akzeptiert, dann auch L*

(d) werden Ly, Ly von einem endlichen Automaten akzeptiert, dann auch Ly [
Lo

(e) werden Ly, Ly von einem endlichen Automaten akzeptiert, dann auch L, []
L,.

Wenn diese fiinf Punkte gezeigt werden dann folgt die Behauptung durch Induk-
tion.

zu a): -> s -a-> q ist ein Automat, der {a} akzeptiert.

zu b):->'s

zu c): Sei M = {Q, 3,9, s, F} eine deterministischer endlicher Automat, der L
akzeptiert. Wir konstruieren einen Automaten, der L* akzeptiert. Dies erfolgt, in
dem [=Ubergénge von jedem Endzustand zum Startzustand eingefiihrt werden.
Dieser Automat wird M’ genannt.

Behauptung: L(M") = LT = {w; ...wu|n = 1,w; LR Dies ist so dhnlich wie
L*, aber das leere Wort muss nicht drin sein.

Beweis:

(a) Seiw [CIO(M’). Dann gibt es eine akzeptierende Rechnung . Dann lasst
sich auch W zerlegen in W = Wy, Wy...Wx mit d(a,w;) = ¢q; [CH also
w; [CIAM") = M usw. Damit ist w LI

(b) Seiw [, dann lasst sich W zerlegen in W = Wy, Wy ... Wy mit w; [l
Dann gibt es eine akzeptierende Rechnung von M’, also ist w [LIM’).

Damit ist LT = L(M").
Es gibt also einen endlichen Automaten, der Lt erkennt. Nun soll aber ja L*
folgen, und zwar mit L™ [T ¥ L*. Folgender Automat erkennt [}> S und s ist

_1-
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Endzustand.

zu d): Seien My = {Qq, %1, 81,S1, F1} und My = {Q», 35, 85, So, Fo} endliche
Automaten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird Q; n Qy = [Cdngenom-
men.

Man konstruiere M = {Q, %,0,s,F} fir Ly I} wie folgt: Man konstruiert
einen neuen Startzustand s, der per ZUbergédnge auf die Startzustinde von M,
und My weist. Mit

0:(q,a) fallsq CQ

Q=Q [Q [{8}, 3(q,8) = { 0x(0, @) fallsq LQ
5(s, Do= {s1, So}

zu e): Es sollen die Automaten My und My konkateniert werden. Dazu werden
[=Uberginge von den Endzustdnden von My zum Startzustand von My, eingefiigt.

M = (Ql I:Q]Z,E,&Sl,FQ

5(q,a) = 0:1(0,@) g CQy
, 02(q,a) q [LQ

o(s, 1= {s1, s2}

und 8(q, 1= s, [GICE}

2. Jede von einem endlichen Automaten akzeptierbare Sprache ist regular.
Sei L eine solche Sprache und M = {Q, 3,0, s, F} ein deterministischer endli-
cher Automat mit L(M) = L.
Zu zeigen ist, ob L durch einen reguldren Ausdruck darstellbar ist.

SeiQ = {Q1,Q2---g|} mit S =
Definieren Li{jk} = {w [3F|d(qi,w) = q; Zwischenzustande haben Index 1...K}

Lemma 1. Li{jk} ist eine regulare Sprache fir allei,j 1 <1i,j <.
Beweis 2. durch vollstindige Induktion

Induktionsanfang k=0 L;{J—O} besteht aus einem Wort der Lange 1 oder ist leer. Somit
ist es regular.

Induktionsschritt k-1 -> k Behauptung: es ist
K — o k= —1 k=1, k=
Li; = Lij ' D:f,kl ' |—k,k1 ' |—|<,j1

Falls w I:I:h-_1 dann auchw EEE nach Definition. Falls w I:I:h-_1 - L'i(k_lc-lLt;l,
dann existiert eine Zerlegung

W= Wy W;...Wg Wryy
—~ ——

k—1 k—10] k—1
ELij ELik Eka
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Falls w EI:I(J betrachte die Rechnung qi — w— > g
Die Zwischenstande sind alle T, ...q«} Wir unterscheiden 2 Fille:

1. qx kommt nicht vor LW LL;™

2. Qx kommt vor. Die Rechnung sieht dann wie folgt aus:
gi -w0->qgk-wl->qgk->._... -wr->qk-wr+tl->q_ jmit

_ - - . - k—1)™1
wo T, wy.oowe DO, weyy O also ist w O™ LY

Li; ' Damit ist die Behauptung gezeigt.
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Fortsetzung Beweis Das beweist, alle Lg?) sind regular. Und damit ist auch L
regulér, denn

Lo

ij

q LE]
also endliche Vereinigungen regulérer Sprachen.
Damit ist der Satz bewiesen.

1 Algorithmus von Kleene

LY = {ala C316(q;, @) = q;} [}
(k) (k—1) k—1) (k—1)* (k—1)
Lij = Lij k ) ka ’ ij

Formeln zu LY; und Lg.“) liefern einen Algorithmus um zu einem endlichen Automaten
einen reguldaren Ausdruck zu konstruieren. Und zwar wird ineinander verschachtelt L
furk=1,...,1,i=1,...,1und jJ =1,...,1 berechnet. Dieser Algorithmus wird Al-
gorithmus von Kleene genannt. Dieses Vorgehen wird als dynamisches Programmieren
bezeichnet.

Beispiel Startzustand ist g;, mit einem a bleibt man dort und mit einem b kommt
man zu . Hier bleibt man auch wieder mit einem b und kommt mit einem b wieder
ZU .

Dieser Automat akzeptiert L = {w|w hat gerade Anzahl von b}

11 12 |21] 22
k=0|aL[el b b | e Cal
1 a™! a’t ba
2 (a ha™)Y
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1 1 0 0)* 0
L= L e LY L)
= (¢ [@) [[d @)% @) = a™
@ O] 0) (O (0
L1,2 = L1,2 17 L1,1 ) L1,2
— b [[d [a)(e CA)"W'= ab™’
@ © 0) (O ()
|—2,1 = |—2,1 1 |—1,1 ) I—1,1
— b [hia)(t [a) = ha™’
1 0 0 0)* 0
L53 = Loy CL) - L§Y - LD
= ¢ [allhlk Ca)—'b
%) ® ) @O ;@
I-1,1 = |—1,1 2 |—2,2 ) L2,1
= aaf' (a Cha")~'ba™
L =a"Tal" (a Cha")~ba"L (a Cha"p)™

ist auch die Losung!

2 Abschlusseigenschaften regulérer Sprachen

Satz 1. Seien L, Ly, L, regulére Sprachen. Dann sind auch folgende Sprachen regulér:
1. LY
2. L, L}
3. =L Wenn eine Sprache regulér ist, so auch ihr Komplement
4. LinlL,
5. Li-Lyp

Beweis 1. 1), 2) und 5) gilt nach Definition von reguléren Ausdriicken.
zu 3) Sei M = (Q, Z,4,s,F) ein deterministisscher endlicher Automat fur L. Dann
ist

M"=(Q,Z,4,s,Q\F)

ein deterministischer endlicher Automat der Z™L erkennt.
zud) Ly nLy = ZN((ZNL;) CIINL,)) nach de Morgan. Und dies ist regular nach
2) und 3).
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3 Beweis der Nichtregularitat

fir manche Sprachen, z.B. L = {a"b"|n [CNL} = {¢, ab, aabb, ...}

Satz 2 (“Pumping Lemma”). Sei L [>I-tegular. Dann gibt es ein k [N, so dass
jedes Wort w [0 mit |w| > k sich zerlegen lasst inw = u v x (v B ¢), so dass
u vt x CLIfur alle i CNI

Beweis 2 (“Pumping Lemma”). Sei M = (Q, Z,4,s, F) ein endlicher Automat, der
L akzeptiert und sei k = |Q|. Ferner sei w [Llund |w| > k.

Behauptung: Im Blick auf die Rechnung muss mindestes ein Zustand g [CQ mehrfach
vorkommen. D.h. es gibt eine Zerlegung w = u v X mit

Dann gilt auch fur w; = u vi x: §(s,w;) = §(6(6(s,u), Vv, x). Aber: §(q,vH =
d...0(6(q,v),Vv),...v) =q Also §(s,w;) = d(q,x) = r [Fl also ist auch w; CLfir
allei=0,1,...

Behauptung: Die Sprache L = {a"b"|n [Nk} ist nicht regulér.

Beweis 3. Angenommen, L wére reguldr, dann gibt es nach dem Pumping Lemma
ein k [N, so dass jedes w [CLImit |w| > k sich zerlegen lasst.

Sei also w [ mit [w| > K. Also w = a™b™ fir ein m [N. Nach dem Pumping
Lemma existiert eine Zerlegung, w = u v X mit u v¢ x L1

Es gibt nun drei Mdglichkeiten fur v.

1. v besteht nur aus as.
Dann hat u v v X mehr as als bs, also Y L1 Dies ist ein Widerspruch!

2. V besteht aus as und bs.
Dann gibt es in u v v x as, die spater als bs vorkommen(?). Auf jedenfall ist es
I'11 Dies ist ein Widerspruch!

3. v besteht nur aus bs.
u v v X hat mehr bs als as und damit ist es ¥ L1 Widerspruch!

Also ist die Annahme, dass L reguldr ist, falsch!!

Beispiel korrekter Klammerstrukturen: (()), aber (()( ist falsch.

> ={(,)}und L = {w [=IY}hat gleich viele 6 [ndnde wie schlieBende Klammern und
jeses Préafix hat mndestens so viele 6 [ndnde wie schlieende Klammern. }
Behauptung: Diese Sprache ist nicht regulér!

-3-
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Beispiel Dycksprache L

L = {w e {{(,)}"W hat gleich viele 6 [ande wie schlieBende Klammern.
Jeder Prafix hat mindestens so viele ¢ [ndnde wie schliefende}

Behauptung: L ist nicht regular.
Beweis: Angenommen L ware regular, dann auch LN (9™2u diesem regularen Ausdruck
gehorige Sprache regulér, aber das ist

1(")"In € N}

und dies ist nicht regulér nach vorhergehendem Beispiel.

Beispiel Z = {1}

L ={1,111,111112,.. .}
= {1"|n Primzahl }

“Unérdarstellung” von Primzahlen.
Behauptung: L ist nicht regulér. Wenn es doch regulér ware, dann existiert eine Kon-
stante k > 0 gemafl dem Pumping-Lemma, sei w € L mit |w| > k.

W = By,

damit |w| = r + s+t eine Primzahl ist.

Nach dem Pumping Lemma wiirde gelten 171%1* € L fur i =0,1,2... d.h. r+is+t
Primzahl wéhle i = r +t dannist r +is +t = (s + 1)(r + t) ist keine Primzahl falls
r+t>1 Wennr+t=0,dannistnichtinL. Wennr+t=1gqiltr+is=t=1is+1
wéhle i =0, 1 ist keine Primzahl

Bereits einfache Sprachen sind nicht regulédr, d.h. dass regulére Ausdriicke also kei-
ne sehr machtigen Formalismen sind. Trotzdem gibt es wichtige Anwendungen, z.B.
bei Programmiersprachen, im speziellen bei der lexikalischen Analyse. Weitere Anwen-
dung sind in der Textverarbeitung und dem Hardwareentwurf mit Ausgabe (Schaltwerke
sieche TI 1) zu finden.

1 Kontextfreie Sprachen

Da, wie gerade gesehen, die regularen Sprachen nicht machtig genug sind, muss eine
méchtigere Sprache her: Die kontextfreien Sprachen.

Grammatische Regeln (auch bei natiirlichen Sprachen) sind formalisierbar.

Zum Beispiel die deutsche Sprache (sehr vereinfacht):

-1-
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<8atz> = <Subjekt><Pradikat><0bjekt>
<Subjekt> = <Artikel> <Substantiv> | <Personalpronomen>
<Artikel> = der | die | das | ein | eine

In Programmiersprachen:

<Ausdruck> = id | <Ausdruck><op><Ausdruck> | (<Ausdruck>)
<op> =+ | - | x| /

Solche Regelsysteme werden “Grammatiken” genannt. Sie beschreiben die Syntax von
natlrlichen Sprachen oder Programmiersprachen.

Die kontextfreien Sprachen und Grammatiken versuchen diese Idee zu formalisieren.

Definition 1 (kontextfreie Grammatik). Eine kontextfreie Grammatik ist ein 4-Tupel
G = (V,T,P,S) mit folgenden Eigenschaften:

1. V ist eine endliche Menge, deren Elemente “Nichtterminalzeichen” (Variablen)
heilen.

2. T ist auch eine endliche Menge, deren Elemente “Terminalzeichen” heiflen.
3. S €V ist ein Nichtterminalzeichen und wird “Startzeichen” (Axiom) genannt.
4. P c V x (T uV)dies sind die “Produktionen”.

5. (A,0) € P mit AcV,a € (T UV)SSchreibt man auch A — a

Beispiel

vV ={A}, T ={id,+,—,%,7,()}

S =A

P ={A — id
A A+A
AA—A
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1.1 Ableitungen

Sei G = (V.T,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Wir definieren = Relation auf
(VuT)H

Bedeutung: a = B heillt in Zeichenreihe a ein Nichtterminalzeichen A durch eine
Folge/Wort n ersetzen, falls A —n € P

Formal:

a = B genau dann wenn 3ydn € (V UT)™

mit a = yAd und 3 =ynd wobei A —n eP.
Des weiteren definieren wir a = 3 genau dann wenn es eine Folge 0p = a; = a,, =
gibt.

Definition 2 (Satzform). G = (V,T,P,S) und a € (V UT)“mit S = a heiRt
Satzform der Grammatik G:

L(G) = {w € TH5 ='w}

heil’t die von G erzeugte Sprache.

Beispiel A= AxA=Ax(A)=Ax(A+A)=Ax(A+id) = Ax(id+id) =
id x (id + id), also ist id x (id + id) € L(G), da es sich ableiten I&sst.

Definition 3 (kontextfrei). Eine Sprache L c > ™heit kontextfrei, genau dann wenn
eine kontextfreie Grammatik G existiert mit L = L(G).

Beispiel {a"b"|n € N} ist kontextfrei.

Beweis: kontextfreie Grammatik S — aSbh|[Produktion. Startsymbol S, T = {a, b}, v =
{S}

Behauptung: L(G) =L

C Seiw € L(G), d.h. es gibt eine Ableitung S = a; ... = a,, = w. Jede Satzform q;
hat nur ein Vorkommen von S. Dies wird beim Ubergang von o; = a;.1 ersetzt,
und zwar gemaf der Produktion S — aShfallsi<n+1und S — s fallsi = 0.
D.h. die links erzeugten as sind genauso viele wie die rechts erzeugten bs. Daraus
folgt w € L.
(Ein genauerer Beweis misste per Induktion ber die Lange n der Ableitung
geflihrt werden)

D Seiw €L, also s =a"b" fir ein n € N. Dann erzeugt die Ableitung S = aSh =
aaShb ... = a"Sbh"” = a"h™ = w das Wort w.

Beispiel Dycksprache uber einen Klammertyp. G = (V, T,P,S)mit T = {(,)}, V =
{S}, P:S — (S)|SS|
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Beispiel Ist die Sprache L = {w [{&, b}*|w hat gleichviele as wie bs } kontextfrei?
G=(V,T,P,S)
V ={S,A B}
T ={a,b}

Idee:

DA w1 soll gelten genau dann wenn w ein a mehr als bs hat.
2)B [wl genau dan wenn w ein b mehr hat als as
3)S [wl genau dann wenn w gleich viele as und bs

S - ¢

S - aB|bA
A - aS|bAA
B _ bS|aBB

Dazu noch ein Beispiel: Ableitung von abaababbba.

S = aB ? absS " abaB " abaaBB T abaabSB " abaabaBB 2 abaababSB ° abaababB . ..

Beweis 1. Dass 1) 2) 3) gelten, muss durch Induktion bewiesen werden iiber m = |w]|.

m=0 Dann ist W = ¢, die einzig mégliche Produktion um W zu erzeugen ist S - ¢,
d.h. S W Lind hat gleichviele as wie bs.

m->m+1 Seiw [TF mit |w| = m + 1. Es gibt zwei Falle:

1. w beginnt mit a, also w = av.

Es gilt: S W genau dann wenn S 2 a8 Wi

einige Mglichkeit a am Anfang
av. D.h. B A knd |v| = m nach Induktionsvoraussetzung. v hat ein b
mehr als as, also hat W gleichviele as und bs.

2. Hier beginnt w mit b. Der Bewesis ist analog zu 1.

0.1 Ableitungsbaum

Durch den Ableitungsbaum kann eine Ableitung illustriert werden. In dem Baum bildet
das Startsymbol die Wurzel und die Knoten mit seinen Kindern ergeben sich entspre-
chend der Produktionen. Die Blatter enthalten letztendlich das abgeleitete Wort.

_1-
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Beispiel
S
/ \
a B
/ \
b b
/ \
a B
/ | \
a B B
/] | \
b S

Aus dem Ableitungsbaum ist im Allgemeinen nicht eindeutig die Ableitung rekonstru-

ierbar.
Aber: eine Linksableitung, d.h. eine Ableitung, in der immer das am weitesten links

stehende Nichtterminalzeichen ersetzt wird, ist eindeutig.

Definition 1 (Eindeutigkeit). Eine kontextfreie Grammatik G heilt eindeutig, genau
dann wenn es zu jedem Wort W [LXG) nur eine Linksableitung gibt.
Eine kontextfreie Sprache L heilt eindeutig, wenn es zu L eine eindeutige Grammatik

G gibt mit L = L(G).

Beispiel Die Grammatik {a"b"|n [N} ist eindeutig, denn die einzige Mdglichkeit
a"b" herzuleiten ist n mal die Produktion S — aSb anzuwenden und dann die Pro-
duktion S — e. Dies gilt, da jede Herleitung nur maximal Vorkommen von S produziert.

Die Dycksprache mit der Produktion S - S|SS|e ist mehrdeutig, also nicht ein-
deutig.

Grammatik fur arithmetische Ausdriicke mit +, [dnd der Produktion A - id|A +
A|A [CA|(A) ist nicht eindeutig:

id + id + id id
|

I 11
AlA |
\ |7 |
I
I

I I
| A
I I
A I
\ /
A A
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Problematik in dieser Sprache, man will, dass z.B. das Mal stéarker bindet und, wenn
man das Minus noch dazu nimmt, es richtig rechnet.
Wir brauchen also eine eindeutige Grammatik, die Linksassoziativitat und die Prioritat

von [Mor + berticksichtigt.

E_TIE+TIE-T

T - F|T (B
F - (E)lid
id - id - id  id + id * id
11 I
FIF | F FIF | F
TIT 1T LI L
E1L 11 1111
A A A
E | E] F
\ 1/ \| 7/
E E

Natdirliche Sprachen sind meist nicht eindeutig, dies wird auch als ‘inherent mehrdeutig”
bezeichnet.

1 Vergleich von regularen und kontextfreien Sprachen

Satz 1. Jede reguldre Sprache ist kontextfrei und sogar eindeutig kontextfrei. Es gibt
aber nichtreguldre kontextfreie Sprachen

Beweis 2. Die Sprache L = {a"b"|n [N} ist eindeutig kontextfrei und nicht regular.
(wurde bereits bewiesen)

Sei L eine beliebige regulare Sprache. Sei m = (Q, Z,9,S,F) ein deterministischer
endlicher Automat, der L akzeptiert. Wir konstueiren eine kontextfreie Grammatik fiir
L wie folgt:

G=(\V,z,PS
mit

V=Q

S=s

01 — G2 genau dann wenn 6(q,a) = Qs
q - e [gILH
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Dann gilt: M akzeptiert W genau dann wenn G W erzeugt fiir alle w [X*. Die
zugehérige Rechnung:

G
w=%a %a.. "a,

Daraus kann folgende Herleitung erzeugt werden:

S Lady Cadr, L1l ad...an0, Caidy...ap =W
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Die kontextfreien Sprachen enthalten die eindeutigen Kontextsprachen, die die re-
gularen Sprachen enthalten. Eine inherent mehrdeutige Sprache ist zum Beispiel

L = {a"p"c™|n,m NI} C{A™b"c"|n,m [N}

Der Beweis, dass eine Sprache nicht eindeutig ist, ist meistens schwer. Spater werden
wir sehen, dass es auch Sprachen gibt, die aullerhalb der kontextfreien Sprachen liegen.

1 Normalformen von kontextfreien Grammatiken

Wir haben gezeigt, dass alle reguléaren Sprachen sich durch die Produktionen A —
a A - bC erzeugen lassen. Das ist ein einfaches Beispiel fir Normalformen, also eine
Einschrankung der maglichen Produktionen.

1.1 Entfernen von [EProduktionen

Eine =PProduktion ist eine Produktion der Form
A - [mit A V1

Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 1. Sei G eine kontextfreie Grammatik, dann existiert eine aquivalente kon-
textfreie Grammatik GY die die gleiche Sprache erzeugt, aber keine [=Produktionen
hat.

L(G") = L(G)\{T}

Das leere Wort lasst sich naturlich nicht ohne [=Produktion erzeugen, darum definieren
wir ein annullierbares Nichtterminalzeichen

A [VImit A B0

Die Bestimmung der annulliebaren Nichtterminalzeichen erfolgt durch folgende zwei
Schritte:

1. Falls A - 1P, dann erklare A als annullierbar

2. Falls B - Ay,...A; [Plund alle A;,i = 1...k sind annulierbar, dann erklare
auch B als annullierbar
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Beispiel
A - a|lB ist annullierbar
B - Ap|CC Weil A annullierbar, auch B
C - AB da B annullierbar, auch C
S - BAC da C annullierbar, auch S

Beweis 1. Sei G = (V;T,P,S) Falls A - X;...X, [P, fihre alle Produktionen
A = 0y,05...0, in PPein mit

1. a;, = X, fur nicht annullierbare X;

2. a; 8 X, fur annullierbare X;

Beispiel

S - aB|bA|[]
A - aS|bAA
B - bS|aBB
wird nach den Regeln zu
S - aBhA
A - aS|allBAA
B - bS|bjaBB

Behauptung: Fur die so konstruierte Grammatik G gilt, dass L(GY = L(G)\{[(}
Zu zeigen:

1. A - o [PHdann A Ead
Dannist A - amit A - X;... X, [Pl mit X; ﬁlnamlich X; = a; oder
a,; = [Cmit X; ist annulierbar also AQ; ... q,, = X.
Damit gilt L(G) [LIG), denn jeder Schritt in einer Ableitung bezlglich GV
l&sst sich durch eine Folge von Schritten in G simulieren.

2. A BEaF X,...X, 8 [hit X, CMICTJi=1,...n dann fir alle ay .. . o, mit
den Eigenschaften 1),2),3) gilt A IQ_(:(_JFI o

Beweis 2. Induktion Uber Lange der Ableitung k

Induktionsanfang k=0 Es ist a = A und A £z
Induktionsschritt k-=k+1 Sei A Hj C1 Lyl =a=X;...X,

Ableitung in G mi Lange k + 1. Damit muss seiny; = Y;...Y, mit A -
v, CPlund Y, ERY, ERa..Y, ERmit Bips,...B, = o

-2
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(a) Falls B; £ [dann nach Induktionsvoraussetzung Y; EBZIn der Gram-
matik G"

(b) Falls B; = Lddann ist Y; annullierbar und mit A - Y,,...Y, existiert
auch eine Produktion aus P5 wo Y, durch [@rsetzt ist.
Wir wenden die an allen Stellen i an, wo (3; = [lind lassen das ent-
sprechende Y; weg. Wir verwenden als erste Produktion a - Y;...Y,.
Aus dem Rest lasst sich in G”a nach der Induktionsvoraussetzung er-
zeugen.
Aus 2) folgt, falls alle X; [, so ist immer X; = a; also L(G) [
L(GH.

Beide Richtungen wurden beweisen, damit gilt die Behauptung.

1.2 Entfernung von Einzelproduktionen

Eine Einzelproduktion ist eine Produktion der Form A - B mit A,B [VI.

Satz 1. Jede kontextfreie Sprache ohne [kann von einer kontextfreien Grammatik
ohne Cader Einzelproduktionen erzeugt werden.

Beweisidee: Sei G eine kontextfreie Grammatik fir die Sprache L. Entferne die [-]
Produktionen wie beschrieben. Bei den Einzelproduktionen tut man folgendes: Fur alle
A [V bestimme alle B V1 mit A 5'B. Wenn immer dies der Fall ist, dann nimm
in PYalle Produktionen der Form A — o auf, wo B - a eine Produktion in G
ist, aber keine Einzelproduktion. Entfernen alle Einzelproduktionen. Der Beweis, dass
L(GY = L(G)\{Hst, wird analog zu [=Produktionen gefiihrt.

2 Chomsky-Normalform (CNF)

Satz 2. Jede kontextfreie Sprache L ohne [kann durch eine kontextfreie Grammatik
G = (V,T,P,S) erzeugt werden, deren Produktionen von der Form A - BC mit
A,B,C [Vloder A -~ amit A [V]a [Tlsind.

Beweis 3. Sei G, irgendeine kontextfreie Grammatik fur L.

1. Entferne [=Produktionen und Einzelproduktionen wie beschrieben. Daraus folgt
die Grammatik G;.

2. Damit Terminalzeichen nur noch in Produktionen der Form A - a auftauchen,
fuhre fur jedes Terminalzeichen a [T1ein zusétzliches Nichtterminalzeichen C,
ein und ersetzten in alle Produktionen, wo a nicht alleine auf der rechten Seite
auftritt, dass Zeichen a durch C,. Fihren zuséatzlich die Produktion C, - a
ein. Damit haben wir die Grammatik G». Hier sind die Produktionen der Form
A-B;...B,,n=2o0der A - amitA,B,;...,B, [[Nla [Tl

-3-
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3. Fur jede Produktion der Form A — B;...B,, flhren wir n—2 neue Produktionen
ein. A - B;C;, wobei C; ein neues Nichtterminalzeichen ist. C; - B,C,,
C2 - BQC3---Cn—2 - Bn—an

Die neue Grammatik G3 ist offenbar in CNF. All diese Umformungen erzeugen
aquivalente Grammatiken. Etwa G, — Gs.
Ableitung in G, ...aAB [aH,...B,B dazu Ableitung in Gs: ...acdAB [CaBCE 1
O(BlBQCQB [aH,... BnB

Beispiel

E_E+TT
T - TBIF
F - id|(E)

Entferne Einzelproduktionen. E -> T-> F
Zusétzliche Produktionen

E _ id|(E)
T - id|(E)
E-TIA
Crr [
Ce— |

C -)

C, - +

In den anderen Produktionen wird das Vorkommen von Terminalzeichen durch die
Sonderterminalzeichen ersetzt. Diese ganzen Produktionen bilden die neue Grammatik
G,

E - id|C(EC)|TC,F|ECT
T - id|C(EC)|TC,F
F ~ id/CEC,
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E - EA
Ay - C,T
T - TA,
Ay ~ C,F
F - C(A
As - EC
T - CA,
As - EC
E - CA;
As - EC
E - TA
As - Crh

Alle mit dem [sind nun in der Chompskynormalform
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1 Pumping Lemma fir kontextfreie Sprachen

Satz 1. Sei L eine kontextfreie Sprache, dann existiert eine natirliche Konstante
n € N so dass fir alle z € L,|z] > n gilt, dass eine Zerlegung von z = uvwxy
existiert, mit folgenden Eigenschaften

1. |vx] >1
2. [vwx| <n
3. u'wxly e L furalleieN

Beweis 1. Sei G eine kontextfreie Grammatik ohne [=1und Einzelproduktionen fir
L\{[} k sei die Lange der langsten rechten Seite einer Produktion. Es wird nun
die hohe eines Ableitungsbaumes betrachtet. Ein Ableitungsbaum der Hohe h hat
hichstens k<! Blatter.

Sei jetzt h die Anzahl der Nichtterminalzeichen von G + 1 und es sei n = kK1,

Sei z € L ein Wort der L&nge > n und wir betrachten den Ableitungsbaum von z.
Dieser muss also die Hohe > h haben, weil |z| > n = kk~! Blatter haben muss. Es
gibt also einen Weg vom Startsymbol zu einem Terminalzeichen, der die Lange > h
hat. bla

Es folgt: Mindesten ein Nichtterminalzeichen A tritt mehrfach auf! Wir betrachten die
letzten beiden Auftreten von A. An dem oberen A hangt ein Teilbaum (T;), der dieses
A als Wurzel hat. Das letzte A bildet auch wieder einen Teilbaum (T;). Die Blatter, die
links liegen und noch nicht zum Teilbaum vom vorletzten A gehdren, werden Teilwort
u genannt. Dann kommt zwischen den beiden As das v. Die, die nur zum letzten
Teilbaum gehdren, werden mit w bezeichnet. Dann kommt y und dann x.

Es ist |[vx| > 1, denn da keine [=Joder Einzelproduktionen vorhanden sind, missen aus
dem ersten A noch andere Zeichen erzeugt werden als aus dem zweiten A.

Es ist [vwx| < n, denn Hohe von T; < h.

Es lasst sich also jedes uv'wx'y erzeugen, denn z.B. uv2wx2y durch ersetzten von T,
durch T, (dadurch verdoppelt sich der vwx Teil zu uvvwxxy). Darin ist ja auch wieder
ein T, enthalten, und hier kann naturlich wieder ersetzt werden ...

Bei i = 0 ersetzten wir den urspriinglichen Baum T, durch Ts,.

Man kann das Pumping-Lemma benutzen, um zu zeigen, dass manche Sprachen nicht
kontextfrei sind. Eine Sprache ist also nicht kontextfrei, wen sie das Lemma nicht
erfullt.

Beispiel | ={a"b"c"|n € N} ist nicht kontextfrei!

Angenommen, sie ware kontextfrei: Wir betrachten ein hinreichend langes Wort z in
L. Dieses miisste sich zerlegen lassen in z = uvwxy, so dass uv'wx'y auch in L liegt.
Sei z = akbkcX fiir k € N. Es sind nun mehrere Zerlegungen méglich:

-1-
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1. u,Vv,W, X besteht nur aus as. Durch das pumpen erzeugen wir mehr as als bs
und cs, das Wort ist also ¢ L -> Widerspruch!

2. U,V,W nur aus as, das X innerhalb as und bs, und y ist der Rest. Durch das
pumpen wird dann die Reihenfolge von as und bs durcheinander gebracht, das
Wort liegt also nicht in L -> Widerspruch

3. UVW besteht aus as, X nur aus bs und y aus c. Durch das Pumpen erhalt man
mehr bs als ¢s und das liegt also auch nicht in L -> Widerspruch!

4. und so weiter ... gibt ungefdhr eine millionmilliardenunendlich Fille, das lassen
wir lieber.

Man kann auch einfacher argumentieren:

Falls in v oder X nicht immer das gleiche Zeichen auftritt, z.B. v enthilt as und
bs, folgt durchs Pumpen, dass die Reihenfolge der as und bs durcheinander gebracht
wird. Falls in v und X immer das gleiche Zeichen auftritt, so werden maximal zwei
Buchstaben aufgepumpt, aber der dritte bleibt gleich. So ist die Anzahl der Buchstaben
unterschiedlich, und das ist auch ein Widerspruch.

2 Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

2.1 Abschluss gegenuber der Vereinigung

Die Vereinigung von zwei kontextfreien Sprache ist wieder kontextfrei, d.h. sind Ly, L
kontextfrei, so folgt L; U L, ist auch kontextfrei.

Denn G; = (Vi, T, P.Sj), 1 = {1, 2} sei kontextfreie Grammatik fiir L;. Die kontextfreie
Grammatik fiir L ist dann

G:(V1UV2U{S},T,P1UP2U{S —>81,S —>SQ},S)

2.2 Abschluss gegenuber der Konkatenation

Aus L; und Ly kontextfrei, dann folgt Ly - L, ist auch kontextfrei. Seien G;j kontextfreie
Grammatiken. Dann ist

G= (V1 UV2 U {S},T, P1 U PQ U {S — 8182}, S)

2.3 Abschluss gegenuber der Sternbildung

L ist kontextfrei, so folgt, dass auch Lkontextfrei ist.
Sei G = (V,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik fiir L, dann ist

G'= (v u{s’® 1T,Pu{S"— s8R u{s"—sru{s"— sH

kontextfreie Grammatik fiir L=
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2.4 Abschluss gegenuber Durchschnitt

Die kontextfreien Sprachen sind unter dem Durchschnitt nicht abgeschlossen!!

Es geniigt ein Gegenbeispiel:

L, ={a"b"c™|n,m € N} und L, = {a"b™c"|n, m € N} seien kontextfreie Sprachen.
Die Grammatik fiir L, sieht wie folgt aus: S — AC,A — aAb|[L — cC|[IDie
Grammatik fiir Ly ist analog.

Was ist nun der Durchschnitt?

LiULy, = {anbncnln c N}

. Diese Sprache ist aber, wie oben gezeigt, nicht kontextfrei!

2.5 Abschluss gegenuber dem Komplement

Das Komplement ist auch nicht abgeschlossen, da man nach de Morgan dieses iiber
den Durchschnitt darstellen kann. Und der Durchschnitt ist ja nicht abgeschlossen iiber
kontextfreien Sprachen.

Ware es doch abgeschlossen, so ware mit Ly, Ly auch Ly ULy = L; ULy kontextfrei,
aber das gilt ja nicht.

Es gibt allerdings auch Sprachen, bei denen das anders ist ...

Satz 2 (Abschlusseigenschaften). Die Menge der kontextfreien Sprachen ist
1. abgeschlossen gegenliber der Vereinigung,
2. abgeschossen gegeniiber der Konkatenation,

abgeschlossen gegentber der Sternbildung,

nicht abgeschlossen gegeniiber dem Durchschnitt und

o &~ w

nicht abgeschlossen gegeniiber dem Komplement.
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1 Analyseproblem kontextfreier Sprachen

Sei G = (V,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik und sei diese Grammatik fest. EsS
ist nun ein ein Wort w € T* gegeben. Es stellt sich die Frage, ob w € L(G) (dies ist
das Wortproblem) ist. Gegebenenfalls soll eine Ableitungsbaum (Linksableitung) fir w
erstellt werden (das ist das Analyseproblem).

Diese Problematik ist wichtig in Anwendungen bei durch kontextfreien Grammatiken
definierten Programmiersprachen: Der Compiler analysiert die syntaktische Struktur
des Programms w. Dieses Compilerteil nennt man Parser.

Fur manche Sprachen ist das Problem leicht zu l6sen, z.B. bei

L = {w € {a,b}*|w hat gleich viele as ud bs}

Hier is das Wortproblem durch einen einfachen Algorithmus zu I6sen. Dies funktioniert
so, dass man zwei Zahler einfuhrt, fir die as und die bs einen und vergleicht am Ende
des Wortes den Zahlerstand.

Die Laufzeit ware hier proportional zu n, der Lange des Wortes. Man schreibt auch
0(n), d.h. <n.

Fur alle regulére Sprachen gilt, dass sie in Laufzeit O(n) zu berechnen sind, da fir jede
reguldre Sprache ein endlicher Automat entworfen werden kann.

Fur kontextfreie Sprachen ist das nicht so einfach ...

1.1 Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger

Diese Algorithmus funktioniert allgemein fir kontextfreie Grammatiken und l6st das
Analyseproblem.

Annahme Die Grammatik liegt in CNF vor.
Es ist das Wort

wW=a;...an, €T

gegeben. Der Algorithmus legt nun eine Tabelle an:
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Die Zelle (i,j) dieser Tabelle enthélt alle Nichtterminale A aus denen das Teilwort
ajdj+i - . - dj+j—1 ableitbar ist, also A = a.. Qjrj1-

Wie ist das mdglich?

Fur j = 1: Falls A — a; eine Produktion ist.

Firj > 2:

A —BC = aj...8+k 12k - - - Qitj_1
B=a...a+k1
C = Qjuk .- - Qirj 1
Und damit erhalt man folgenden Algorithmus:

For 1 =1, ..., nin Zelle (1,1) platziere alle A aus V mit A ->ai inP
FOr j 2, ..., N
Fior 1 =1, .. n-j+1
Fir k=1, ... j-1
Fir alle B in Zelle (i,k)
Fur alle C in Zelle (i+k,j-k)
Schreibe in Zelle (i1,j) alle Zeichen A mit A->BC ist Produktion
w in L(G), genau dann wenn Startsymbol S in Zelle (1,n)

Der Ableitungsbaum ist auch konstruierbar, wenn entsprechende Verweise A — BC
gesetzt werden.

Beispiel Wir nehmen eine kontextfreie Grammatik fur arithmetische Ausdriicke (ohne
Prioritdten und Eindeutigkeit)
E — E +E|E xE|(E)|id

Umwandlung in CNF:

E — EC.E|EC.E|CEC)]id

E — EG|EH|C(I

E—-G-—-CiE

H— C.E

I — EC,

Seiw =1id+ id * id

5 E
4101 G
3|/E| 0 |E
210 G |0]|H
1|E|C.|E|C.|E]
Tid | + [id] * [id |
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Das Wort lasst sich aus E herleiten, da E in der Zelle (1,5) ist.

E
/ \
E G
| 7\
id C+ E
| 7\
E H
| 7\
id C* E
1
* id

Die Vorgehensweise des Algorithmus:
Um ein Problem zu lésen, I6sen wir erst die kleineren Teilprobleme. Und aus diesen
Teillosungen konstruieren wie die Losungen fiir groliere Teilproblems. Diese vorgehen
heillt “dynamisches Programmieren”.

Die Laufzeit des CKY-Algorithmus in Abh&ngigkeit von L&nge n des Eingabewortes
ist proportional zu n®, O(n?). Das ist nicht wirklich e [zieht ...
Die Matrizenmultiplikation hat Ubrigens dieselbe Laufzeit.

Der Younger-Algorithmus kann auf Matrizenmultiplikation zuriickgefiihrt werden. Da-
fur gibt es schnellere Verfahren, der schnellste kommt auf Laufzeit O(n?3").

In der Praxis (im Parser) ist O(n®) ungeeignet, da es zu langsam ist. Es werden daher
eingeschrankte kontextfreie Grammatiken benutzt, fir die das Analyseproblem in eine
Zeit von O(n) losbar ist. Diese Grammatiken nennt man LR(k)-Grammatiken.

2 Pushdown-Automat (Kellerautomat)

Dies ist ein Automatenmodell zu Beschreibung kontextfreier Sprachen. Bildlich kann
man sich den so vorstellen, dass das Wort auf einem Band steht und der Lesekopf
immer einen Schritt nach rechts macht. Wir haben auch eine endliche Kontrolle mit
endlich vielen Zustanden und einen Stack. Im Allgemeinen handelt es sich um einen
nicht deterministischen Automaten.

Ausgangsstellung: Der Kopf ist auf der 1. Zelle. Die endliche Kontrolle befindet sich

im Startzustand. Der Kellerspeicher ist leer bzw. enthélt das Startsymbol.
1. Schritt: Ein neuer Zustand wird abhéngig vom gelesenen Zeichen, vom Zustand der

_3-
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endlichen Kontrolle und vom obersten Stackzeichen angenomen. Das oberste Keller-
zeichen wird geldscht oder ein neues daraufgelegt (push/pop). Der Kopf bewegt sich
um eine Position nach rechts.

Definition 1 (Pushdown-Automat). Ein Pushdown-Automat ist ein System

M = (Q,%,T, 6, do, Zo)

Q endliche Menge von Zustanden
Y Eingabealphabet

I’ Kelleralphabet

§:Qx (SU{e}) x I — 2x
Jo € Q Startzustand

Zy € T' Startsymbol

0(q,a,Z) = {(@i, 1) - - - (Qk, 1)} heillt von Zustand q gelesenes Zeichen a, oberstes
Kellrsymbol Z kann der PDA in den Zustand g; gehen und Z durc ~, ersetzten oder

Oks Yk
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Fortsetzung Pushdown-Automat

6(q1 €, Z) = {(q171)1 SRR (qk) f)/k)}

Bedeutet, wenn im Zustand ( das Zeichen € gelesen wird und Z das oberste Kellerzei-
chen ist, kann der PDA in Zustand q; iibergehen und Z durch Folge i ersetzten ohne
das sich der Eingabekopf bewegt.

Definition 1 (Konfiguration). Sei M = (Q, %, T', 4, o, Zo) ein Pushdown-Automat.
Eine Konfiguration von M ist ein Tripel

(@, w,7)
mitgc Q,w e Xty eyl

Man kdnnte die Konfiguration auch als “Momentaufnahme” des PDA wahrend einer
Rechnung bezeichnen. Er befindet sich im Zustand ¢, muss noch das Restwort W lesen
und im Keller steht die Zeichenfolge ~.

Auf den Konfigurationen wird eine Relation ('\I—A) als “Folgekonfiguration” definiert.
Wenn k; '\I—/I k, bedeutet das, dass k, eine Folgekonfiguration ist. Der PDA kann also

durch einen Schritt (eine Auswertung von §) von k; nach k; gelangen.

Es gilt (q,aw, Aa) lbl (p,w, Ba) fiir alle ¢ € Q,a € Z,w € ¥5A € I'a €
I'h € Q,8 € T'™wobei 6(g,a,A) > (p,3) und (q,w,Aa) nl] (p,w, Ba) falls
o(g,6,A) > (p, B).

(] (|
I ist die reflexive und transitive Hiille von '\I—/I D.h. k - kYgenau dann wenn k =
k()'_kl... F kn:kEI

M M

Die von einem PDA M akzeptierte Sprache ist
-
L(M) ={w € ZHq,w, Z) F (9, , €) fiir irgendein q € Q}

Beispiele

1. Kellerautomat fiir L = {wwR|w € {a, b}"}, dies ist die Menge aller Palindrome
iiber gerader Linge. (WR heiRt, dass es das Wort nur riickwirts ist ...).
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M = (Q, E, F, (5, Jo, Zo) mit

Q = {do, 41}
s = {a, b}
I'={AB,Z}
,8,Z0) ={(Y0, AZ0)}
oteh. b, Zo) = {00, BZo}
(o, a,A) = {do, AA}
9p,a,B) ={d,AB}
otgh, b, A)  ={00, BA}
Iﬂ%,b, B) ={d.BB}
Nichtdet. Ubergang 6(qo, e, X) = {qz, X} fiiralle X € T

1
Etg.a,A)  ={0 €}
Priift ob gesp. und geles. Zeichen gleich %‘, b,B) ={01,¢}
1,62Z0) ={01,¢}

Al
(DAY
AY

fle]

g

Ch|

Fillt Keller mit gelesenen Zeichen

Dn

2. L={a"b"|n € N}
Der PDA ist M = ({qO, Q1}, {a, b}, {a, b, Zo}, 0, Jo, Zo)
—1
(9o, @, Zo) = (do,aZo)

0(do,a,@) = (o, ad)
(9o, b, @) = (1, €)
5(q11 b, a) = (ql1 E)
0(01, €, Zo) = (U1, €)

Eigentlich ein deterministischer Kellerautomat, da in jedem Schritt hochstens ein
nachste Schritt moglich ist.

lesen as in Keller

Satz 1. Eine Sprache L ist von einem Kellerautomaten erkennbar, genau dann wenn
L kontextfrei ist.

Beweis 1. Es wird nur der Beweis fiir <= gezeigt
Sei L eine kontextfreie Sprache und sei G = (V, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik

mit L = L(G).
Wir konstruieren einen Kellerautomaten

M ={q},T,VUT,4q,S)
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mit fir alle A eV

(0, &, A) ={(0, 1) ... (0, an)}

wobei A — «; eine Produktion mit A auf linker Seite.
AuBerdem: Furalleac T

6(g,a,a) = (g, ¢)

(a) wendet nicht deterministisch Produktionen auf dem Keller an (b) prift nach, ob
die richtigen Terminalzeichen erzeugt wurden
Behauptung: L(G) = L(M).

1
Beweis der Behauptung: Zeige fiir alle w € (V UT)5Ww € TSgilt o ='w < (q,w, a)
(@, €.€)

= Selaxa; = a; = ... = ay ist Linksableitung von w mit a Beweis durch Induktion
tber k

]
I.LA. k =0, dann ist « = w wenn auch (g, w,w) F (g, ¢, €). Durch wiederholte
Anwendung von (b).

.S. k =1 - kSeia=uAgmituc THA ¢ V,3 € (VuT)~Dann ist
a;r = uyf mtA — v € P.und esist w = uv mit 6 Svink -1
Schritten. Damit ist nach Induktionsvoraussetztung

(@ W, 0) = (4 U, UAB) F (4, v, AG

, wobei die Relation eine folge von Substitutionen des Typs (b) ist.
(9, v, ~vp) ist ein Schritt von Typ (a). Daraus folgt - (q, €, €) nach L.V.

1
< (q,w,a) - (q,€,€) in j Schritten. Wir fuhren eine Induktion ber j.

[LA. J =0, dannist w = e mit @ = ¢, € = e.
I.S. ] — 1 — j betrachten 1. Schritt.

Falla a=AB,AcV,3e (VUT)H
Fallb a=aB,acT,pec(VuUuT)H
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1 Fortsetzung des Beweises von Vorlesung 11

Behauptung: L(G) = L(M). Wir zeigen dafir, dass Vae (V UT)5w e TH

. (|
a=w < (q,w,a)F &59]__'

akzept. Konfiguration

< L.A. j =0, d.h. w= L = Cdann ist (35 [0 [Edsichtlich
I.S. j — 1 — J Behauptung: 1. Schritt in der Rechnng von M
Fall 1 alle Zeichnen von a ist nichterminal, also

a=AB, AcV,Bpec(Vvum)-

Dann ist das 1. Schritt vom Typ (a), also (q,w, a) - (g, w,y, ) mit
A —y € P ? Rechnung

—

(9, w,yB) - (q, LIH

in j — 1 Schritten. Es ist also nach Induktionsvoraussetzung y[3 =w
damit auch a = yp =w.

Fall 2 Der erste Schritt ist vom Typ b, also a = a3, w = WDéUr eina €
T,B € (VUT)5WPe THAlso (g, w, a) - (q,w5B) g (9, G0

in n—1 Schritten
. ] .
Daraus folgt nach der Induktionsvoraussetzung, dass B = w" Damit
1
o = aBY w = aw"und so auch a =w.

= Zu jedem PDA M existiert eine kontextfreie Grammatik G mit L(M) = L(G).
Der Beweis wird hier nicht geflhrt, weil er eine schwierige Konstruktion ist.

2 Anmerkungen zu kontextfreien Grammatiken

Die Konstruktion eines PDA im Beweis liefert einen nichtdeterministischen Kellerau-
tomaten. In der Praxis, insbesondere flir einen Parser, ist das so nicht anwendbar. Ein
deterministischer Kellerautomat wirde direkt einen Algorithmus liefern fiir das Analyse-
problem. Und das sogar in einer proportionalen Laufzeit zu Lange der Eingabe (O(n)).
Problem: Nicht zu jeder kontextfreien Sprache gibt es einen deterministischen Keller-
automaten.

Diese Unterklasse der kontextfreien Sprachen, zu denen es deterministische Automaten
gibt, nennt man auch deterministische kontextfreie Sprachen. Und nur solche Sprachen
werden zur Definition der Syntax von Programmiersprachen benutzt.

-1-
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Eine weitere Einschrankung: Man nimmt den PDA wie im Beweis, und andert nur,
dass durch Inspektion des n&chsten Zeichens der Eingabe eindeutig klar ist, welche
Produktion auf das erste Kellerzeichen angewandt werden muss. Solche Grammatiken
heiBen LL(1)-Grammatiken.

Beispiel S — (S),S|[S|S|[IDiese Grammatik erzeugt die Dycksprache mit zwei
Klammertypen.

Wie sieht der PDA aus bei der Eingabe ([ ]) [ ]?

Als erstes wird die Produktion 1 angewendet, Keller: S)S(
Dann wird die zweite Produktion angewandt. Keller: S)S]S[
3. Produktion. Keller: S)S]

3. Produktion. Keller: S)

2. Produktion. Keller: S]S[

3. Produktion. Keller: S]

3. Produktion. Keller: leer

Die Linksableitung:

S=(S)S=(Sh)s = (I8)s = (NS = (DISIs = (IS = (Dl

3 Turingmaschinen

Der Zweck einer Turingmaschine ist die mathematische Formalisierung der Begri [e_Al-
gorithmus oder berechenbare Funktionen und Laufzeit eines Algorithmus und so weiter.
Die wichtigste Erkenntnis ist, dass es Probleme gibt, die nicht berechenbar sind. D.h.
es gibt keinen Algorithmus um sie zu Igsen.

Der Mathematiker Hilbert hat sich zum Beispiel die Frage gestellt, ob es einen Algorith-
mus gibt, der fur alle mathematischen Satze (Uber naturliche Zahlen) entscheidet, ob
sie wahr oder falsch sind. Heute weil3 man, dass die Antwort nein ist. Godel, 1931, hat
dies mit dem Unvollstandigkeitssatz formuliert. Turing hat 1936 die Turingmaschine
entwickelt.

3.1 Aufbau

Die Turingmaschine besteht wieder aus einem Eingabeband und einer endlichen Kon-
trolle mit endlich vielen Zustédnden. Diesmal haben wir aber einen Lese/Schreibkopf,
der sich nach links und rechts bewegen kann.

Ein Schritt ist diesmal in Abhangigkeit vom gelesenen Zeichen und dem Zustand der
endlichen Kontrolle. Folgendes passiert:

1. Neuer Zustand wird angenommen

2. Zeichen in der Zelle wird entsprechen uberschrieben

-2
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3. der Kopf wird um eine Zelle nach rechts oder links bewegt

Definition 1 (Turingmaschine). Eine Turingmaschine ist ein Tupel M = (Q,X,T,9,00, B, F).
Wobei

Q endliche Menge von Zusténden
2 endliche Menge, Eingabealphabet

I endliche Menge, Bandalphabet (Arbeitsalphabet) und >~ C I
B € N\X Leerzeichen

d:Q xT — QxT x{R,L} Uberfuhrungsfunktion, partielle Funktion, nicht fiir alles definiert
F C Q Menge der Endzustande

3.2 Turingmaschinen zum Akzeptieren von Sprachen

Idee Wort w € Z5$teht auf den am weitesten linkes stehenden Zellen des Bandes.
Der Rest des Bandes ist mit Leerzeichen gefillt. Am Anfang ist er in Zustand g, und
der Kopf ist auf Zelle 1. Die Turingmaschine fihrt nun eine Folge von Schritten aus,
gemal 3. Falls nun irgendwann ein Endzustand auftritt, ist w akzeptiert.
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1 Fortsetzung Turingmaschine

1.1 Formen der Nichtakzeptierung

1. Irgendwann wird ein Zeichen a [I1gelesen und Maschine ist im Zustand q [
Q,q B F mit §(q,a) ist nicht definiert. Dann spricht man davon, dass die
Maschine halt. Das Wort ist dann nicht akzeptiert. Wahrend der Rechnung wurde
auch nie ein Endzustand angenommen.

2. Der Kopf befindet sich auf der am weitesten links stehenden Zelle und bekommt
die Instruktion, noch eins nach links zu gehen. Dann halt sie auch.

3. Die Maschine halt nicht, d.h. es werden unendlich viele Schritte ausgefihrt und
o ist immer definiert, ohne dass jemals ein Endzustand erreicht wird.

Beispiel Eine Turingmaschine zum Akzeptieren von {a"b"c"|n [CNI}.

Q = {qu qla q21 q31 q41 q5}

> ={a,b,c}
I ={ab,c,B, 3%}
F = {0}

§ wird durch folgende Tabelle beschrieben. Wir schreiben statt 6(q,a) = (q7a5 D)
einfach q a q~a”D. Dies wird auch “Turingtabelle” genannt.

glalq|a|D
Qo|a|a|*|R
Qu|ajoa|a|R
Q| #|q | # | R
v | b | g |#|R
Q2| b|g|b|R
g2 $ 0P $| R
G| Clgs| $|L
@2 $|0|$ | R
g3 | $ |3 | $ | L
Gz | b |gs| b |L
s | a|Qgs|a|L
G | # | | #| L
s | * | % | * | R
Qo |#|da | # R
Qe | # | Qs | # | R
Ga| $ 0| $|R
94| B|os | B |R

_1-
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Diese Maschine halt fir jede Eingabe.

2 Formale Definition

2.1 Konfiguration

Eine Turingmaschine M = (Q,,T,4,B,qo, F) . Dann soll a; q a, mit oy, ap CTH
bedeuten M befindet sich im Zustand q. Links vom Kopf steht a; unter und rechts
vom Kopf steht a,. Dann lautete ein Schritt von M: Sei v = X;... Xj—1 4 Xj... X,
eine Konfiguration von M. Die Folgekonfiguration von -~ ist definiert durch

1. yP= Xy ... Xjza r Xiz1 A Xjer ... Xy Falls (g, X;) = (r,A, L)
2. YP=X1... Xizt Ar Xisg... X, fFalls §(g, X;) = (r,A,R)

3. Folgekonfiguration ist undefiniert, falls 6(q, X;) undefiniert ist.

]
definiert eine Relation I\I/I__a_ljf der Menge der Konfigurationen. Sei [rdflexiv, transitiver

[
Abschluss von [_D.h. k [K”genau dann wenn I 0 Folge von Konfigurationen
ko,...,k| mit

k =ky [Kp . K] = k"

Dies nennt man auch eine Rechnung von M.

J
Definition 1. Turingmaschine M akzeptiert W [>1-genau dann wenn oW ok p a»
fiir ein ay [THa, CTHp CF die von M akzeptierte Sprache L(M) = {w [=I4M
akzeptiert W}

Eine formale Sprache L fur die eine Turingmaschine M existiert mit L = L (M) hei3t
rekursiv aufzahlbar (recursively enumerable). Eine Sprache L fiir die eine Turingmaschi-
ne M existiert, die fur jede Eingabe hélt mit L = L (M) heift entscheidbar (recursive
decidable).

Anmerkung Fir rekursiv aufzihlbare Sprachen muss die akzeptierende Turingma-
schiene fir Eingaben w £ L nicht unbedingt halten. Jede entscheidbare Sprache ist
rekursiv aufzahlbar, aber nicht umgekehrt. (wird noch behandelt)

Beispiel L = {a"b"c"|n [N} ist entscheidbar und somit auch rekursiv aufzéhlbar.
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2.2 Turingmaschine zum Berechnen von Funktionen

Definition 2. Sei T ein Alphabet und sei f : £ >“%ine partielle Funktion, d.h.
nicht fiir alle w [>1Ist f(w) definiert.

Man sagt, eine Turingmaschine M berechnet £ genau dann wenn fir alle w =15 fur
die f(w) definiert ist, gilt
1
Qow [uh g up
mit uu, = F(w) und u; g u, ist eine Haltekonfiguration, d.h. eine Konfiguration ohne
Folgekonfiguration.
Beispiele
f:{0,1}*5 {o,1}"
w - w-
Wobei in wjede 1 von w durch 0 ersetzt wird und umgekehrt. (£(0100) = 1011)

1R

o | 0|0y
0|R

0: | 1| qo

Eine Funktion f : =51 5 “heiRt berechenbar (rekursiv), falls eine Turingmaschine M
existiert, die sie berechnet.

Eine nattirliche Zahl k kann Uber dem einelementigen Alphabet {0} als 0% kodiert
werden.

Eine partielle Funktion £ : N — N heil3t berechenbar, genau dann wenn die Funktion
f : {0}~ {0}“berechenbar ist.
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Beispiel f:N - Nmit f:k - k+ 1 ist die so genannte Nachfolgerfunktion. Sie
ist berechenbar, wie sieht also die Turingtabelle aus?

qo
q1

0|l¢
B | q

0R
0R

Definition 1. Eine partielle Funktion f : N o N™ k.m heilt berechen-
bar, genau dann wenn f : {0,1}~- {0,1}50™10%21...10" - 0Pt1...10° und
(p1,D2,---,pk) = f(na,ng,...,ny,) berechenbar ist.

Beispiel f:N* - Nist berechenbar. (z,y) — x+y, die Addition. Die Turingtabelle

@ |0]qa|0|R
@ |1]qa|0|R
1|0/qg|0|R
@1 |Blg | B|L
20| q|Bj|L

1 Zusammenhang zwischen berechenbaren Funktionen und entscheidba-
ren / rekursiv aufzéhlbaren Sprachen

Bermerkungen

1. L ist entscheidbar, genau dann wenn die charakteristische Funktion x : =~
{0, 1} =it

1 falls w L
:w e d
X 0 falls w [T

berechenbar ist.

2. L [>Hist rekursiv aufzahlbar genau dann wenn L ist Definitionsbereich einer
berechenbaren Funktion f : >&., >t

Die Beweise werden dann wohl in den Ubungen auftauchen.

2 Mehrband-Turingmaschinen

Mehrband-Turingmaschinen haben mehrere Eingabeb&nder, und zwar Band 1 bis Band
k. Fur jedes Band gibt es einen Schreib-Lese-Kopf, die zu einer endlichen Kontrolle fiih-
ren.
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Was sieht nun ein Schritt in dieser Maschine aus?

Abhadngig von & gelesenen Zeichen und dem Zustand der endlichen Kontrolle werden
die £ Zeichen mit neuen Uberschrieben. Dann werden die £-Kopfe nach rechts oder
links bewegen (und zwar unabhangig von einander). Als letztes wird ein neuer Zustand
der endlichen Kontrolle angenommen.

Die Eingabe steht auf den ersten Zellen von Band 1. Sie gilt als akzeptiert, genau dann
wenn es eine Rechnung gibt, die zu einem akzeptierenden Zustand flhrt.

Zum Berechnen von Funktionen f : ==L 3™Turingmaschine halt mit f(w) auf Band
1.

Definition 2 (k-Band-Turingmaschine). eine k-Band-Turingmaschine ist ein System
M =(Q,%,T,8,q0, B, F)

wie bei der 1-Band-Turingmaschine nur  sieht anders aus:
8:QxTF o QxTr*=<{R L, S},

wobei S bedeutet, dass man auch stehen bleiben kann

2.1 Konfiguration

Die Konfiguration einer k-Band-Turingmaschine ist ein (2k + 1)-Tupel
(¢, (uz,v1), (ug,v2), ..., (U, vy)) Mit ¢ LY, ug, v; CTH
Die Folgekonfiguration AI;Et analog zu der von 1-Band-Turingmaschinen.

Definition 3 (akzeptiert). Eine k-Band-Turingmaschine akzeptiert ein w [C=1-§enau

-
dann wenn (qo, (C4v), (CIJ(CLA .. (C1) T, (ug, v1), (uz,v2) - . . (ug, vx)) mit ¢ 1
Fuuiuvi

Eine k-Band-Turingmaschine M berechnet eine partielle Funktion f : =& Y

1
genau dann wenn (¢, (Cto), (CDA .. (L) [y, (B (w)), (uz, v2), ... (ug, vg)) mit
q @, u;, v; CITH{ist eine Haltekonfiguration) fir alle w im Definitionsbereich von f.

M berechnet f: N™ — N™ ist analog zur 1-Band-Turingmaschine definiert.

Beispiel Ganzzahlige Division.
f:N?2 5 N, (2,9) - [y Dies geht auf einer 3-Band-Turingmaschine.
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q | (0,B,B) | (0,*B) | ¢ | (R,R,S) | Markiere 1. Zelle Band 1
¢1 | (0,B,B) | (0,0,B) | ¢1 | (R,R,S) | Kopiere 0 auf Band 2
q1 (LB’B) (LBvB) qz (R’L’S)
¢ | (0,0,B) | (0,0,B) | ¢ | (S,L,S) | Laufen bei Band 2 zurtick
q2 (O!*!B) (0!*!8) q3 (R,R,S)
q3 (0,0,B) (O!O!B) q3 (R,R,S)
¢z | (B,0,B) | (B,0,0) | g4 | (L,S,R) Ende von 0¥

qs | (0,0,B) | (0,0,B) | g4 | (L,S,S) | Zurtuicklaufen auf Band 1
s | (1,0,B) | (1,0B) | g5 | (RS,S)

Das Ergebnis steht nachher auf Band 3 und sollte dann noch auch Band 1 kopiert
werden (ist hier aber nicht mit angegeben).

Zwei Turingmaschinen heien aquivalent, wenn sie die gleiche Sprache akzeptieren
oder die gleiche Funktion berechnen. Zudem halten sie fiir die gleichen Eingaben.

Satz 1. Zu jeder Menrband-Turingmaschine M existiert eine &quivalente 1-Band-
Turingmaschine M"

Beweisidee Essei M = (Q,Z,T,9,qo, B, F). Wir definieren M = (QY =, '] ¢} 85 BY 1.
Idee: Mhat auf ihrem Band 2k “Spuren”. Auf der ersten Spur steht die Innschrift von

Band 1. Auf der zweiten Spur befindet sich nur ein Zeichen, eine Markierung, wo sich

der Kopf auf dem ersten Band befindet. Auf Spur 3 steht die Innschrift von Band 2

von M und auf Spur 4 befindet sich wieder die Markierung fur die Position des Kopfes.

Und so weiter.

Wie werden nun die Spuren realisiert? M= (I [({1})%* =1
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1 Fortsetzung Mehrband-Turingmaschinen

1.1 Simulation eines Schrittes von M

1. Aufsammeln der nétigen Informationen.
Wir iiberschreiben das Band von M"und fiir jede gefundene Markierung X
speichern wir das in der Spur dariiber liegende Zeichen A; im Register j der
endlichen Kontrolle von M "
Nach dem Lauf iiber das Band (bis alle Register gefiillt sind) sind die bendtigten
Zeichen A;...Ay notiert. Ebenso ist der Zustand q von M notiert. Nun zu
6(qO,A1 .. Ak) = (qE,](Bl, c Bk), (Dl c Dk))

2. Die Simulation dieses Uberganges
Uberschreibe in der endlichen Kontrolle von MPA; ... A mit B;...By. Die
Richtungen D ... Dy werden in den “Richtungsregister” der endlichen Kontrolle
geschrieben.

3. Uberschreibe das Band
Fiir jede Markierung X in der Spur j iiberschreibe das dariiberliegende Aj mit
Bj. Dann bewegt man die Markierung X in die durch Dj angegebene Richtung.
g"in Register Q.

Also Zustandsmenge Q"von M Uist

Q=Qx fm x {RISH ¥ @&m

Zeichenregister Richtungsregister Zustandsregister
Die akzeptierenden Zustinde sind
FI=F xT*x {R,L,S}*x Z

Der Anfangszustand ist q5'= (o, 1...1,1...1,po) mit | ist leer und py Anfangssteuer-
zustand.

Falls M zum Berechnen von Funktionen benutzt wird, dann kopiert beim Halten von
M MPnoch was auf Spur 1 steht auf das gesamte Band.

2 Andere Turingmaschinen Modelle
e Nichtdeterministische Turingmaschinen
e Mehrkopf-Turingmaschinen

e mehrdimensionales Band



Naja von Schmude GTI - Vorlesung 15 18. Juni 2007

e Kombination von diesen geht natiirlich auch

Es stellt sich aber heraus, dass alle diese Modelle dquivalent sind - hort hort.

Wie sieht das aus?

Von nicht deterministisch nach deterministisch: Man hat eine Startkonfiguration und
mehrere Folgekonfigurationen von auch wieder mehrere Konfigurationen folgen. Eine
Eingabe gilt als akzeptiert wenn es mindestens eine Rechnung gibt (entspricht Pfad
im Baum), die zu einer akzeptierenden Konfiguration fiihrt. Hier kdnnte man dann
eine Art Breitensuche machen, und gucken, ob man in einen akzeptierenden Zustand
kommt. Dies ware dann deterministisch.

3 Abschlusseigenschaften entscheidbarer und rekursiv aufzihlbarer Men-

gen

Satz 1 (Abgeschlossenheit).

1. Die entscheidbaren und rekursiv aufzéhlbaren Mengen sind unter Durchschnitt
und Vereinigung abgeschlossen.

2. Die entscheidbaren Mengen sind unter dem Komplement abgeschlossen.
3. Rekursiv aufzahlbare Mengen sind unter dem Komplement nicht abgeschlossen.
4. L und L sind rekursiv aufzahlbar genau dann wenn L entscheidbar ist.

Beweis 1.

1. Durchschnitt rekursiv aufzahlbar oder entscheidbarer Sprachen.
Seien L; und L, rekursiv aufzéhlbar. Und M; und M, seien Turingmaschine, die
sie jeweils akzeptieren. Wir konstruieren eine Turingmaschine M fur L; NL, wie
folgt:
(@) w wird Zwischengespeichert (auf zusatzlichem Band)

(b) M; wird mit Eingabe w simuliert, falls irgendwann Endzustand von M,
erreicht

(c) M, wird mit Eingabe simuliert.

Vereinigung rekursiv aufzahlbarer oder entscheidbarer Sprachen.

L1, L, seien rekursiv aufzéhlbar und My, M, die erkennenden 1-Band-Turingmaschinen.

Wie sieht M aus, die L; U L, erkennt?
M flhrt die Rechnungen von M; und M, parallel auf zwei Bandern aus. Die
Eingabe ist akzeptiert, falls eine von beiden akzeptiert.

-2



Naja von Schmude GTI - Vorlesung 15 18. Juni 2007

2. einfach
3. spater
4. Ubung

Definition 1. Entscheidbare und rekursiv aufzéhlbare Mengen natrlicher Zahlen.
Annahme: N = {0,1,2,...} . K C N heif8t rekursiv aufzahlbar oder entscheidbar,
genau dann wenn {0%|k € K} rekursiv aufzahlbar oder entscheidbar ist.

Beispiele Sei G die Menge der gerade Zahlen. Dies ist entscheidbar. Sei P die Men-
ge der Primzahlen. Auch dies ist entscheidbar. Die Menge der Teilmengen natiirlicher
Zahlen 2N ist {iberabzihlbar, denn jede kann eineindeutig durch unendlich langen Bit-
vektor dargestellt werden. Diesem Bitvektor kann wiederum eine reelle Zahl aus dem
Intervall [0, 1] surjektiv zugeordnet werden. Und das Intervall ist iiberabzihlbar.

Es gibt aber nur abzihlbar viele rekursiv aufzdhlbare Mengen, denn zu jeder rekursiv
aufzdhlbaren Menge gehért eine Turingmaschine, von denen es nur abzahlbar viele gibt.
Dies gilt, da sie als endlicher String {iber 01 kodiert werden kann. Einzelheiten gibt's
hier wieder spater. Auf jedenfall ist die Menge der Strings abzahlbar.

Die meisten Teilmengen von N sind nicht rekursiv aufzihlbar.
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1 Andere Ansatze zur Definition rekursiver Aufzahlbarkeit, Entscheidbar-
keit und Berechenbarkeit

1.1 Rekursive Funktionen

Ein Ansatz sind rekursive Funktionen, hier stammt der Ansatz von Kleene, 1952.
Die Menge der rekursiven Funktionen, dies sind Funktionen von N* _ N fiir k [N,
ist definiert durch

1. folgende Grundfunktionen sind rekursiv:
Nullstellige Konstante CJ : N° - N also () - 0.
Nachfolgerfunktion: N : N - N mit X - X+ 1.
Projektionen: U’ : N™ — N mit (Xg,...,X,) - X;

2. rekursive Funktionen sind abgeschlossen gegeniiber

e Einsetzung, d.h. falls hy,...h, : N* - N rekursive Funktionen sind und
g : N - N rekursive Funktion ist, dann ist auch f : N* - N mit
(X1,...,%,) > g(ha(Xq, ..., %), ..., ho(Xq, ..., X)) rekursiv.

e Rekursionsschema
Seien n [N,g:N" - N,h:N""2 _, N rekursive Funktion, dann ist auch
f : N*"*1 _ N definiert durch f(X1,...,X,,0) = g(X1,...,X,) fiir alle
Xiyeen Xp CNF(Xg, o0, X, X+ 1) = h(Xq, ..., X, X, F(Xq, ..., X, X))
eine rekursive Funktion.

Definition 1 (primitiv rekursive Funktionen). Die kleinste Klasse von Funktionen, die
die Grundfunktionen enthalt und gegeniber Einsetzung und Rekursionsschema abge-
schlossen ist, heif’t die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen.

Beispiele mehrstellige Konstanten: C? : N - N mit X — 0, denn wegen dem Re-
kursionsschema gilt C3(0) = C8(), C%(x + 1) = h(x,C2(x)) mit h = U}. Auf die
gleiche Art entsteht C;.

Addition plus : N> — N mit (X,y) — X + Y kann auch durch das Rekursionssche-
ma dargestellt werden: plus(x,0) = UL(x), plus(x,y + 1) = h(X,y, plus(X,y)) mit
h(X,y,z) = N(U3(X,Y, 2z)). Somit ist die Funktion rekursiv.

Multiplikation:mal : N> - N mit (X,y) — X [yl Dies ist definierbar durch das Rekur-
sionsschema: mal(x, 0) = Ci(x), mal(x,y + 1) = h(x,y, mal(x,y)) mit h(x,y,z) =
plus(U3(X,Y,2), U3(X,y,z)). mal ist demnach nach Rekursionsschema primitiv rekur-
siv.
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Vorgangerfunktion: V : N - N mit X - Xx—1fallsx > 1, und X - 0 falls x = 0.
Wieder das Rekursionsschema v(x) = CJ(), v(x + 1) = h(x, v(x)) mit h = U2}. Auch
diese Funktion ist primitiv rekursiv.

modifizierte Subtraktion: X— = x — 1 fiir x =y und 0 sonst.

1.2 p-Operator

Wenn f : N¥*1 _ N rekursiv, dann ist auch puf : N¥ - N mit (Xq,...,X,) —
min{y|f(Xq,...,X,,Y) = 0} Ist allerdings undefiniert, falls diese Menge leer ist.

Definition 2 (rekursive Funktionen). Die kleinste Klasse von Funktionen, die die
Grundfunktionen enthalt und gegentiber Einsetzung, Rekursionsschema und p-Operator
abgeschlossen ist, heilt Klasse der rekursiven Funktionen.

Beispiel ganzzahlige Division: div : N> - N mit (X,y) — (x/y) (aufgerundet) ist
rekursiv, denn div = pf. (x,y) = min{ala 'y x x} = min{a|x—ay = 0} Definition
f(X,y,a) = x—ay rekursive, da es aus —, [dntsteht.

Satz 1. Die Klasse der rekursiven Funktionen ist gleich der Klasse der berechenbaren
Funktionen (auf N).

Und es gibt noch weiter Ansdtze zur Definition von Berechenbarkeit. Zum Beispiel das
A-Kalkiil (siehe ALP 1). Man kann Berechenbarkeit auch definieren dadurch, dass alles,
was in einer bestimmten héheren Programmiersprache berechenbar ist (C, Java), wo
Syntax und Grammatik formal definiert sind, die Menge der berechenbaren Funktionen

bilden.
Egal welchen Ansatz man wabhlt, es bleiben immer dieselben Funktionsklasse.

Church’sche These Diese Funktionsklassen sind die Funktionen, die man auch in-
tuitiv als “berechenbar” ansieht.

2 Nichtentscheidbarkeit

2.1 Normierung von Sprachen und Turingmaschinen

Wir wollen einer Turingmaschine eine eindeutige Zahl zuordnen (sie quasi durchnum-
merieren). Damit es einfacher ist, nehmen wir nurnoch {0, 1, B} als Alphabet. Sei
das Alphabet. Falls |Z| = 1, dann ist £ = {0}, falls |Z| = 2, dann ist Z = {0, 1}.
Falls |~] = 3 dann codiere Zeichen von X als 0, 1-Folge wobei = = {a;,...,a:}.
c:X - {0,1} it a; -~ 110...0 ff...0. ¢ kann ausgedehnt werden auf =™

-2
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mit c(by,...,0,) := c(by)c(by)...c(b,) c ist Prafixcode. Damit injektiv, d.h. by ...D,
eindeutig rekonstuierbar aus c(by,...b,).
Es gilt

Satz 2. Sei L [=téntscheidbar (rekursiv aufzahlbar) genau dann wenn auch ¢(L) 1
{0, 1}“entscheidbar (rekursiv aufzahlbar) ist. Und es gibt eine Turingmaschine, die es
entscheidet (akzeptiert) mit dem Bandalphabet {0,1, B}.

Jede berechenbare Funktion f : N* _, N lasst sich mit einer Turingmaschine mit
Bandalphabet {0, 1, B} berechnen.

Beweisidee Sei M = (Q,Z,T,9, o, B, F) eine Turingmaschine, die L entscheidet
(akzeptiert).
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1 Fortsetzung Normierung von Sprachen und Turingmaschinen

Beweis 1. [Ulung

M= (Q,%,T, 4,0, B, F) sei Turingmaschine fur L. M= (Q5 {0, 1}, {0, 1, B}, 65 g5 B, FY.
Die endliche Kontrolle besteht dabei aus I', Q und Kontrollzustanden pg ..., pk.
Die Zustandsmenge ist also Q"= T x Q x {po,...,px}- 95 = (G0, B, po). Sei
Y={An ..., Adund ' ={As,...,Ax} mtl<kund A =B
Wie sieht nun ein Schritt von M aus?
M ist in Zustand q befindet sich mit dem Kopf auf A;.

1. Wir mussen erstmal Informationen sammeln: Kopf von M Ssteht am Anfang
von c(A;). Wir lesen von links nach rechts. Solgane wir Oen haben, z&hlen
wir im I'-Register A;, A, ... bis eine 1 kommt. Dann haben wir richtiges
Zeichen A; im I'-Register. Im Q-Register steht q, der aktuelle Zustand von
M.

2. Als néachstes muss der Schritt ausgefiihrt werden: Sei 6(q, Ai) = (p, Aj, D)
mit p [Q,D IR, L}. (konnte ich nicht entzi[erh) Setze Q-Register auf was
p. Dann setzte I'-Register auf A; und dann laufe zuriick an Anfang des gehort
c(Aj) Blockes. Dann laufe nach rechts und dabei wird im I'-Register nach hier
unten gezahlt Aj, Aj—1 ... (schreib hierbei eine 0) und wenn man bei A; hin?
angekommen ist, dann schreibe eine 1. Losche dabei die “alte” 1. Und dann
geh an den Anfang des c(A;) Blocks zurtick.
Falls D = R gehe an Anfang des néchsten Blockes und falls D = L dann
gehe an den Anfang des vorherigen Blockes.

FD: F xe{pO’pl""}'
Zum Berechnen von Funktionen haben wir eine analoge Simulation.

2 Kodierung von Turingmaschinen

Jede Turingmaschine mit dem Bandalphabet {0, 1, B} lasst sich als {0, 1}-Wort ko-
dieren.

Sei M = (Q,{0,1},{0,1,B}, 6,01, B,{0:}). Mit Q = {q1,02,...,0r}-

Bemerkung Zu jeder Turingmaschine gibt es eine aquivalente Turingmachine mit
nur einem Endzustand.
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Kodierung eines Uberganges
5(9i, Ai) = (@1, Am, D) mit D; =R, D, =L, A1 =0,A, =1, A; =B

als 1110...0 [g#p0...01101...00110...10...0110101101 Die Gesamtkodierung

ite Stelle
der Tabelle ist die Konkatenation der einzelnen Ubergénge. Damit ist die gesamte Tu-

ringmaschine beschrieben!

Jeder Turingmaschine M wird eineindeutig eine natirliche Zahl zugeordnet, namlich
die Binérdarstellung ihrer Kodierung. Dies nennt man die Godelnummer der Turingma-
schine M.

Umgekehrt kann man jede naturliche Zahl als Turingmaschine M; interpretieren. Man
betrachte dann die Binardarstellung von i und falls sie das richtige Format hat, dann
gibt es eine Interpretation. Falls nicht, Zahl beginnt z.B. mit 101, dann ordnen wir ihr
die Turingmaschine mit leerer Turingtabelle zu. Diese Turingmaschine tut nichts und
akzeptiert die leere Menge.

Wir kénnen also jedes Wort w [JI0, 1}5mit einer Turingmaschine M,, Gber dem
Alphabet {0, 1, B} identifizieren. Umgekehrt geht das natirlich auch. Es folgt daraus,
es gibt nur abzéhlbar viele Turingmaschinen mit Bandalphabet {0, 1, B}, es gibt nur
abzéhlbar viele rekursiv aufzhlbare Mengen und dann auch nur abzahlbar viele Funk-
tionen f : Nk - N.

Eine nicht rekursiv aufzahlbare Sprache ist Lp = {w [0, 1}'f'w 8 L(My)} “My
akzeptiert ihre eigene Beschreibung nicht als Eingabe”.

Satz 1. Lp ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis 2. Angenommen Lp ware aufzihlbar. Dann gabe es eine Turingmaschine, die
L4 akzeptiert. Die Kodierung sei u L0, 1}5also M. Es gibt nun zwei Mdoglichkeiten.

1. M, akzeptiert u als Eingabe, d.h. u CLXMy,). Also ist u [l Dann folgt aber
u 8 L(My) Widerspruch!

2. u [MIM(M,) also muss u [Ily. Das heifit M, akzeptiert u und so mit ist
u CLAM,). Widerspruch!

Wir bekommen in jedem Fall einen Widerspruch, also muss die Annahme falsch sein.
[

Diese Beweisidee nennt man Diagonalisierung (Selbstbezug).
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Definition 1 (Universelle Sprachen). Dies ist die Sprache
Ly = {w 111111 »|111111 ist das erste Vorkommen nach w, M,, akzeptiert v}

(Es werden 6 Einsen als Trennsymbol genommen, da niemals so viele Einsen in einer
kodierten Turingmaschien hintereinander stehen kdnnen)

Satz 1. L, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis 1. rekursiv aufzihlbar Wir konstruieren eine Turingmaschine, die bei Ein-
gabe w 111111 v M,, auf v simuliert. Dies nennt man die “universelle Turing-
maschine”.

nicht entscheidbar Angenommen, sie ist doch entscheidbar mit einer Turingmaschi-
ne M, dann kénnte man L4 wie folgt entscheiden:
Man hat eine Eingabe w und die Turingmaschine produziert daraus w 111111 w.
Dies wird als Eingabe an M gegeben. Und es soll akzeptiert werden, wenn A
dann nicht akzeptierend halt. Dies ist ein Widerspruch, weil wir gesehen haben,
dass Lg nicht rekursiv aufzahlbar ist!

Korrolar Die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen ist nicht unter dem Kom-
plement abgeschlossen. Insbesondere ist die Sprache L nicht rekursiv aufzahlbar.
Denn ware L, rekursiv aufzahlbar und L, rekursiv aufzahlbar, dann ware L, entscheid-

bar.

Die entscheidbaren Sprachen sind also eine echte Teilmenge der rekursiv aufzihlba-
ren Sprachen.

Ly_ = {w 111111 v| M, akzeptiert nicht} ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

1 Universelle Turingmaschine |,

Diese Turingmaschine akzeptiert die Sprache L. Fiir die Eingabe w 111111 v simu-
liert sie M,, auf v. Sie ist also eigentlich eine programmierbare Turingmaschine. Das
Programm ist hierbei w und die Eingabe v.

M, hat das Bandalphabet {0,1, B} und drei Bander (kdnnen wir ja auch auf einer
1-Band-Maschine simulieren, wie wir gesehen haben). Das erste Band ist die Eingabe.
Auf dem zweiten wird das Band von M, simuliert. Und das dritte Band enthalt die
Zustande von M,,, also die Kodierung eines Zustandes ¢j. Wir kdnnen diese Zustande
nicht wie sonst immer in einen Register in der endlichen Kontrolle packen, weil wir ja
nicht im Voraus wissen, wie viele Zustdnde die kodierte Turingmaschine hat.
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1.1 Arbeitsweise

1. M, priift das Format von Band 1. Sie bestimmt das langste Anfangsstiick der
Form

11¢% dp 43 mp 1 =2¥Wa O U gEp B gmo )

k Lnge,Zustand eine 1,3 Zeichen k Zeichen,neuer Zustand eine 1,3 Zeichen 2 Zeichen,Richtung

Zustand ist beliebig, aber muss an allen Stellen gleich sein. Danach folgen 6
Einsen und danach kommt ein beliebiger 0-1-String v. Falls dieses Format nicht
eingehalten wird, dann halt M|, nicht akzeptierend. AuRerdem darf es keinen zwei
Blécke geben, an die erster beiden Unterbldcke gleich sind.

2. Initialisiere Band 2 mit v. Initialisiere Band 3 mit 10...0 mit Lange k.
3. Falls in Band 3 die Beschriftung 01...0 ist, dann halte akzeptierend.

4. Die Simulation eines Schrittes von M. A;j sei das von Kopf 2 gelesene Symbol.
Wir durchlaufen jetzt das Band 1 und vergleichen jeden Unterblock nach 111
mit dem Inhalt von Band 3 und den darau Lalgenden 3er Block mit A;. Falls es
Ubereinstimmungen gibt, haben wir die richtige Zeile der Turingtabelle gefunden.
Dann iiberschreibe Band 3 mit dem nichsten Unterblock nach dem Trennsymbol
11 (das ist der neue Zustand) und iiberschreibe das Zeichen auf Band 2 mit dem
Zeichen im nichsten Unterblock der Lange 3. Bewege dann den Kopf 2 in die
Richtung, wie im nachsten Unterblock angegeben ist.

Falls keine Ubereinstimmung gefunden wird, dann hilt M, nicht akzeptierend.

5. Gehe wieder zu Schritt 3.

Korollar Folgende Probleme sind nicht entscheidbar:

e “Halteproblem”. L;, = {w 111111 v|M,, halt bei Eingabe v}
Beweis: Sei w € {0,1}*. M,, ist die zugehdrige Turingmaschine. Konstruiere die
turingmaschine M’, die nicht hilt falls M, nicht akzeptierend hélt (und sonst sich
wie M, verhilt). Sei w’ die Codierung von M,,. Abbildung f : {0,1}* — {0, 1}*
mit w 111111 w — w’ 111111 w ist berechenbar, dann z € L, < f(z) € Ln
also Ly < Ly. Ly nicht entscheidbar, daraus folgt Ly, nicht entscheidbar.

e Lng = {w| es gibt eine Eingabe fiir die M,, hilt }
Lny = {w|M,, hélt fir jede Eingabe }
Ln_ = {w|M,, hélt fir keine Eingabe }

e “Leerheitsproblem” Ly = {w|L(M,) = 0}

-2
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e L, ={w|L(My)={0,1}*}

Ly und Ly sind rekursiv aufzahlbar aber nicht entscheidbar.

Beweise beruhen auf der Idee der Reduktion. Seien L1, L, C {0, 1} Sprachen und es
existieren berechenbare Funktionen f : {0,1}* — {0,1}* mit u € L1 & f(u) € L,.
Dann gilt L, entscheibar/ rekursiv aufzahlbar dann folgt L; entscheidbar / rekursiv
aufzahlbar. (Schreibweise: Ly < L, heilt, L, ist reduzierbar auf L,.) Denn: Sei Mg eine
Turingmaschine, die f berechnet. Und M, eine Turingmaschine, die L, entscheidet.
Folgende Konstruktion entscheidet Li: w geht an Mg, was an M, iibergeben wird.
Dieses Konstrukt ist dann wieder eine Turingmaschine M, die L, entscheidet. Analog
kann sowas fiir aufzdhlbare Sprachen konstruiert werden.

Beispiel Reduktion von L, auf Lg . Die Eingabe der universellen Turingmaschien ist
f(w) =w 111111 w.
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Beweise

L,s Sei x =w 111111 v. Wir konstruieren hieraus eine Turingmaschine M/, die ihre
eigene Eingabe ignoriert. Sie simuliert nur M,, auf v. Die Funktion f : x - <
M/ >(01-Kodierung) ist berechenbar. Und es gilt, x (L}, « f(X) =<M, >[_]
L;5. Damit ist L;, [1,5 Da L, nicht entscheidbar ist, ist auch L,3 nicht
entscheidbar.

L,y Beweis ist analog.

Rest geht Gber den Satz von Rice.

1 Satz von Rice

Eine Eigenschaft rekursiv aufzéhlbarer Sprachen heil3e nicht trivial, genau dann wenn
nicht alle rekursiv aufzahlbaren Sprachen diese Eigenschaft haben und es mindestens
eine Sprache existiert, die diese Eigenschaft hat.

Beispiel = [$t nicht triviale Eigenschaft. Und = {0, 1}* ist auch nicht trivial. Die
Eigenschaften “kontextfrei sein”, “entscheidbar sein” sind auch nicht trivial.

Satz 1 (Satz von Rice). Jede nicht triviale Eigenschaft rekursiv aufzahlbarer Sprachen
ist unentscheidbar. Das heil3t, gegeben ist eine Turingmaschine M fiir die Sprache
{L(M)|L(M) hat Eigenschaft } ist nicht entscheidbar.

Beweis 1. Sei L, = {< M > |[L(M) hat Eigenschaft P}. Und P sei eine nicht
triviale Eigenschaft.
zu zeigen: L,, L) von folgender Konstruktion.

Fall a) [Hat nicht die Eigenschaft P. Sei L eine rekursiv aufzahlbare Sprache mit der
Eigenschaft P. M, sei eine Turingmaschine, die L akzeptiert. Aus einer Eingabe
< M, w > fir L, wird eine Eingabe f(< M,w >) fur L, wie folgt konstruiert:
<Tolles Bild> M’ ignoriert zun&chst ihre Eingabe x und simuliert M auf w. Falls
M akzeptierend hélt, wird M, auf Eingabe x getestet. Sie akzeptiert, wenn M,

akzeptiert.
Es ist f :< M,w >_ < M > berechenbar.
1
L(M) = [1falls M w nicht akzeptiert

L falls M w akzeptiert

Das heilt L(M’) hat die Eigenschaft P, genau dann wenn M akzeptiert w. Also
<M,w >[T],und < M’ > 1], Also L,, [LJ. Und L, ist nicht entscheidbar,
dann also auch nicht L,,.

-1-
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Fall b) [Hat die Eigenschaft P. Man geht von der Eigenschaft P zur Eigenschaft
-P = P. [hat nicht die Eigenschaft P. und P ist entscheidbar genau dann
wenn P ist entscheidbar. Wir wenden Fall a) auf P an. Auch hier ist dann

L, CL}.
2 Uberblick uber die Sprachklassen

regulare Sprachen Waren definiert durch regulére Ausdriicke, Automaten (endlich
oder nicht deterministisch) und spezielle kontextfreie Grammatiken. Sie sind in
den Kontextfreien Sprachen enthalten.
Beispiel: L; = {w]w ist Binérdarstellung durch 3 teilbare Zahl}

kontextfreie Sprachen teilen sich auf in deterministisch kontextfreie (mit determi-
nistischen PDA erkennbar) und nicht deterministische (mit nichtdeterministi-
schem PDA erkennbar). Diese sind echt in den entscheidbaren Sprachen enthal-
ten.
Beispiel: L, = {@"b”|n NI} ist deterministisch.
Ls; = {ww#|w [0, 1}*} ist nicht deterministisch

entscheidbare Sprachen werden durch eine immer haltende Turingmaschinen er-
kannt.
Beispiel: L, = {0"1"0"|n NI}

rekursiv aufzahlbare Sprachen werden auch durch Turingmaschinen erkannt.
Beispiel: L; = L,,.

nicht rekursiv aufzéhlbar Beispiel: Lg = L,
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1 Chomsky-Hierarchie

Diese Hierarchie baut auf Grammatiken auf.

Typ O Dieser Typ wird erzeugt von Grammatiken G = (V, T, P, S), deren Produktio-
nen von der Form

O(—>[3mit0(,[3 E(]/ED)D

L(G) ist ansonsten definiert wie bei kontextfreien Grammatiken.
Typ 0 Sprachen sind also die rekursiv aufzidhlbaren Sprachen.
Der akzeptierende Automat ist hier die Turingmaschine.

Typ 1 Diese Grammatik ist wie die von Typ 0, nur muss |a| < |B]| fiir Produktion
o — [ sein.
Die Typ 1 Sprachen liegen zwischen den kontextfreien und entscheidbaren Spra-
chen. Sie werden auch als kontextsensitive Sprachen bezeichnet. Bei denen kén-
nen die Produktionen auch in der Form u A v —» u O v aufgestellt werden.
Dies Sprachen werden von einen “linear beschrankten Automaten” (LBA) akzep-
tiert. Dies ist eine 1-Band-Turingmaschine, die nur die Zellen benutzt, auf denen
anfangs die Eingabe steht.

Typ 2 Hier ist die Produktion von der Form A - a a [V [T)5A .
Dies sind die kontextfreien Sprachen, und diese werden von nicht deterministi-
schen Kellerautomaten erkannt.

Typ 3 Typ 3 Sprachen haben Produktionen der Form A — d oder A - aB mit

A, B [Ma [N
Dies sind die reguldren Sprachen, welche von endlichen Automaten erkannt wer-
den.

2 Nicht berechenbare Funktionen

Diese Funktionen ergeben sich aus nicht entscheidbaren Sprachen. Wenn L nicht ent-
scheidbar ist, genau dann wenn die charakteristische Funktion X nicht berechenbar
ist.

Beispiel f:{0,1}*% {0,1}"

1 falls w CLXM)

0 sonst

f(< M,w >) :{
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Die ist nicht berechenbar.

I {0, 1355 {o,13H
1 falls w CLAM)

unde finiert  sonst

F(< M) = {
Dies ist aber berechenbar, da L, rekursiv aufzahlbar!

3 Konsequenzen der Nichtentscheidbarkeit

3.1 ... fur die Programmierung

Aus dem Vorherigem folgt direkt, dass es keine Algorithmen zum L&sen oder Entschei-
den von folgenden Problemen gibt:
Sei ein Programm gegeben (in einer bestimmten Programmiersprache).

e Halt dieses Programm fiir alle Eingaben?
e Halt es fiir eine gegebene Eingabe?

e Berechnet es die durch eine formale Spezifikation gegebene Funktion? (Korrekt-
heit des Programms)

Also: Ein Terminations- oder Korrektheitsbeweis muss fiir jedes Programm einzeln
gefiihrt werden.

3.2 ... fur die mathematische Logik

Pradikatenlogik, dies ist die Formulierung mathematischer Aussagen und Schliisse. Ei-
ne pradikatenlogische Formel ist eine Zeichenfolge iiber einem Alphabet

> :{I:I]Ev |—7_—";C|7)7I>y72707 17 I:DE7[}

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln, die Aussagen fiir natiirliche Zahlen formu-
lieren. Z.B. [zIyl(z [yl = y oder [rlylzl(z [zk y). ydzl~(y = 1) [y =
x) Cxl= y =z Hier ist = eine “freie” Variable, also nicht durch einen Quantor ge-
bunden. Dies bedeutet, x ist keine Primzahl.

Th(N,+,-) ist die Menge aller pridikatenlogischer Formeln obiger Form, die iiber
natiirliche Zahlen mit +, - wahr sind. Also ist [zTyl(x [Cyll= y [OA(N,+,) und
elylzlz (2% y) [TTh(N, +,-)

Th(N,+,+) [XHst also eine formale Sprache.

Satz 1. Th(N,+,-) ist nicht entscheidbar!

-2
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Beweisidee Wir konstruieren zu einer gegebenen Turingmaschine M und einem
Wort w eine pradikatenlogische Formel @), mit einer freien Variablen z, die ge-
nau dann wahr wird, wenn x die Kodierung einer akzeptierenden Rechnung von M
bei Eingabe w ist. Dann hat man die Formel [zlQ,;,, ist wahr, also Th(N,+,-) ge-
nau dann wenn M w akzeptiert. Damit ist L, [CTh(N,+,:) und somit ist das nicht
entscheidbar!

Korollar Th(N,+, ") ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Beweis 1. Angenommen doch. Dann nehmen wir eine Turingmaschine M, die Th(N, +, -)
akzeptiert. Daraus macht man eine Turingmaschine MY die Th(N, +,-) entscheidet
wie folgt: gegebene Eingabe @. Dann lasst man M parallel auf @ und —¢@ laufen. Einer
von beiden ist wahr, also A7”halt und entscheidet ob ¢ CTW(N, +,-)

4 Axiomensysteme

Formalisierungen mathematischer Schliisse. Dies besteht aus Axiomen Si, .5, ... und

Schlussregeln % Idee: Axiome sind fest vorgegeben. sind 17, 75 Axiome, dann kann

auch T hergeleitet werden, z.B. EALE

Die Menge aller herleitbaren Formeln ist rekursiv aufzihlbar (in jedem Axiomensystem).

Satz 2 (Gddelscher Unvollstandigkeitssatz). Es gibt kein Axiomensystem, in dem ge-
nau Th(N, +, -) herleitbar ist.



